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RESUMO

Neste artigo investigamos relagdes entre modelagem matematica e linguagem, em particular, a
linguagem matematica. Dados provenientes de uma atividade de modelagem matematica,
desenvolvida por treze alunos, sdo analisados a fim de responder a questdo de pesquisa: “como os
alunos justificam seus procedimentos matematicos no decorrer de atividades de modelagem
matematica?” Registros escritos, transcricdo de audio e video possibilitaram uma analise da
linguagem dos alunos no desenvolvimento da atividade. Levando em consideragdo elementos da
perspectiva wittgensteiniana de linguagem s3o construidas arvores de associacdo de ideias que
sinalizam o modo como os alunos utilizam proposi¢oes, regras e diferentes jogos de linguagem que
se articulam na justificativa dos procedimentos matematicos utilizados pelos alunos.
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ABSTRACT

In this paper we present a research that addresses the mathematical modelling and language, in
particular, mathematical language. Data from a mathematical modelling activity, developed by
eighteen students, are analyzed to answer the research question: “How do students justify their
mathematical procedures used during mathematical modelling activities?” Written records, and
audio and video transcription analysis allowed an analysis of students’ language in their modelling
activity. Considering aspects of the Wittgensteinian perspective of language we constructed
association trees of ideas that signals the way students use propositions, rules and different language
games which are articulated in the justification of the mathematical procedures used by the students.

Keywords: Mathematical Modelling; Language; Wittgenstein.

Introducio

A abordagem de conceitos matematicos pode ser associada ao ensino e a
aprendizagem ou a aplicacdo da Matematica em situacdes e problemas que podem ndo ser
matematicos. O didlogo entre realidade e matematica compreende o escopo da Modelagem
Matematica na Educagdo Matematica e, neste contexto, a Matematica ¢ entendida como
instrumento para compreender o mundo, como area do conhecimento que conduz a
investigacao e resolucao de problemas (D’AMBROSIO, 2007).

Os diferentes papéis que a Matematica pode desempenhar na sociedade, algumas
vezes conduzem a uma visdo absolutista da Matematica, ou, ainda, a visdo de ‘rainha’ das
ciéncias como descrita por Mattheus (1995). Na contramao dessa visdo absolutista estd a
abordagem de Wittgenstein (1996; 2013), filos6fo contemporaneo que apresenta uma visao
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‘pragmatica’ da Matematica, em que emerge a possibilidade de consideragdes sobre os
diferentes usos da linguagem matematica em situagdes que nao sdo oriundas da Matematica.
Neste contexto, Vilela (2009) refere-se as praticas matematicas como realizagdes humanas,
praticas intencionais e condicionadas pela estrutura da linguagem, a qual limita e regula as
possibilidades de desenvolvimento da Matematica em praticas especificas.

Considerando a Modelagem Matemadtica como um jogo de linguagem, uma pratica
matematica especifica e dependente da intencionalidade humana, abordamos neste artigo o
modo como os alunos lidam com a linguagem matematica em atividades de modelagem
matematica, especificamente para justificar seus procedimentos matematicos no decorrer de
suas atividades. A investigacdo acerca dos usos da linguagem em atividades de modelagem
matematica, em particular da linguagem matematica, faz-se importante na medida em que
problematiza os usos da linguagem que possibilitam a manipulagdo e aprendizagem
linguistica de procedimentos e regras que emergem em atividades de modelagem
matematica.

Para apresentar reflexdes com relagdo a questdo de pesquisa “como os alunos
justificam seus procedimentos matematicos no decorrer de atividades de modelagem
matematica?” estruturamos este artigo de modo a contemplar aspectos teoricos acerca de
Modelagem Matematica e de linguagem na perspectiva Wittgensteiniana, 0s quais
fundamentam nossa interpretacdo sobre dados coletados em uma pesquisa empirica
desenvolvida com treze alunos de um curso de Licenciatura em Matematica na disciplina de
Equagoes Diferenciais Ordinarias. A produgao de sentido no que tange aos dados coletados
¢ feita por meio do uso de arvores de associagao de ideias, que no processo analitico
evidenciam o modo como os alunos utilizam proposicoes, regras e os diferentes jogos de
linguagem que permeiam a atividade de modelagem matematica.

A Linguagem Matematica e a Modelagem Matematica na Educacio Matematica

Aplicagdes e Modelagem Matematica tém sido foco de discussdes em torno de
pesquisas e praticas de sala de aula. De acordo com Sriraman e Lesh (2006), tanto na
Matematica quanto nas Ciéncias a modelagem matematica trata, em particular, da descrigao,
explicacdo ou conceituagao proposital — que associada a quantificacao, dimensionalizagdo,
coordenagdo e, em geral, matematiza¢do, relaciona a uma situagdo do cotidiano do
modelador um modelo matematico, uma expressao da linguagem matematica referente o
topico investigado, que com diferentes intencionalidades conduzem o modelador a uma
resposta ou possivel solucdo para a situacdo investigada.

O uso de modelos matematicos ¢ feito na sociedade para prescrever ou descrever
comportamentos, como fendmenos fisicos, geoldgicos, socioldgicos, entre outros (NISS,
2015). Neste sentido, jogar o jogo de linguagem da modelagem matematica pode auxiliar os
modeladores, em nosso caso os alunos, a lidar com diferentes situacdes do cotidiano em que
o uso da linguagem matematica € necessario, ou ainda para que possam se beneficiar com
seu uso.

A interlocugdo entre eventos do cotidiano e a linguagem matematica coloca em
evidéncia uma pluralidade de linguagens, ou usando as palavras de Wittgenstein (2013),




REMATEC: Revista de Matematica, Ensino e Cultura, Ano 14, Numero 31, p.171-191 ISSN: 1980-3141

diferentes jogos de linguagem sdo acionados. Almeida, Tortola e Merli (2012, p. 220)
evidenciam que “ndo se pode ignorar que a linguagem matematica, preponderantemente
escrita, e que embora se pretendendo formal, necessita da linguagem natural, de figuras, para
a comunicacao das ideias”. O uso das palavras, agdes, gestos, registros escritos, entre outras
linguagens, entram em cena no trabalho do modelador que deve a partir de um evento real
efetuar simplificagdes, formular hipoteses, interpretar a problematica em estudo, por meio
da linguagem matematica, e deduzir um modelo matematico que permita uma resposta para
a situacao-problema (ALMEIDA, SILVA, VERTUAN, 2012).

Sobre a pesquisa brasileira em modelagem matematica, Sousa, Almeida e Kluber
(2018) indicam que discussdes de aspectos epistemologicos relacionados a caracterizagdo
do que ¢ modelagem matematica e como sua pratica ocorre em sala de aula tem sido
recorrente nas pesquisas, € os argumentos de Wittgenstein auxiliam os autores a tecer
consideragdes em relagdo aos usos da matemadtica e da formulacdo de hipoteses em
atividades de modelagem matematica, juntamente com os desdobramentos e implicagdes
para as praticas de modelagem em sala de aula.

Especificamente na Educagdo Matematica pesquisas sobre os usos da linguagem em
atividades de modelagem matematica receberam destaque na ultima década (ALMEIDA,
2014A; 2014B; TORTOLA, 2012; 2016; SOUZA, 2012; SOUZA, BARBOSA, 2014;
OLIVEIRA, 2010; PALHARINI, 2017).

Para Almeida (2014a, p. 100, tradugdo nossa), “no contexto da Matematica [...], ndo
se trata de procurar o significado dos objetos matematicos na realidade interdependente da
linguagem matematica ou na multiplicidade de usos em situagdes empiricas”, mas no uso
que destes fazemos. Ja Tortola (2012; 2016) utiliza da perspectiva wittgensteiniana para
analisar os usos da linguagem matematica nos anos iniciais do Ensino Fundamental a
aprendizagem da matematica estd associada a aprendizagem dos usos da linguagem
matematica, ao seguir regras matematicas € no uso apropriado das regras do jogo de
linguagem da traducdo entre uma situagdo em um jogo de linguagem para o jogo de
linguagem da Matematica, estabelecendo conexdes entre Matematica e suas aplicagdes na
realidade.

O papel normativo que a matematica exerce em nossas praticas cotidianas ¢ abordado
por Souza (2012), que tem como o sistema matematico escolar. Neste sistema a modelagem
matematica pode ser entendida como uma maneira de organizar situacdes empiricas por
meio da linguagem matematica. Ainda no contexto do ambiente escolar, Oliveira (2010)
expressa uma preocupacdo particular no que tange ao uso da linguagem matematica pelos
alunos e a pluralidade de sentidos que os alunos podem produzir a partir da interpretagdo do
discurso do professor e de outros alunos, o que independe da pretensdo dos usos da
linguagem matematica:

[...] ndo podemos negar que a Matematica possui, de maneira muito
perceptivel, uma relagdo de significados nos signos e representagdo de
sentidos, usos linguisticos peculiares e organizagdo simbolica propria,
evidenciando as questdes acerca das especificidades da sintaxe, da
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semantica e da pragmatica da linguagem matematica (OLIVEIRA, 2010,
p.51).

Justificativas matematicas em atividades de modelagem matematica sao importantes
visto que a qualidade dos resultados obtidos pelo modelador ¢ julgada, ndo s6 com base nos
procedimentos matematicos utilizados na situagao matematica idealizada pelo modelador,
mas também pelo sucesso do confronto desta com a realidade (POLLAK, 2015). A aten¢ao
para o rigor nos usos de conceitos matematicos, bem como na justificacdo de tais usos esta
associada ao perigo do uso de procedimentos empiricos e ao reducionismo que o0s
pensamentos do dia a dia podem causar nos modeladores (OTTE, BARROS, 2015;
KLUBER, BURAK, 2009). Segundo Kliiber e Burak (2009, p. 13), quando o foco, na
Educagao Matematica, ¢ a modelagem matematica:

[..] ha uma tendéncia de que o ensino de Matematica seja
predominantemente empirista. Assim, acredita-se que apenas o
desenvolvimento da atividade embasada no fazer matematico e na propria
pratica do professor oferecera as respostas para um bom desenvolvimento
do ensino de Matematica, como se a aprendizagem fosse uma
causa/consequéncia imediata do ensino.

Essa perspectiva caracteriza-se como problematica, uma vez que pode
impedir avangos significativos no reconhecimento de aspectos como: o
conteido, o sujeito da aprendizagem, o papel da construgdo do
conhecimento e outros; que, em nosso entender, constituem-se como
fundamentais para qualquer pratica educativa. Tal visdo ndo é condizente
com uma base epistemoldgica que leva em considera¢do ndo apenas o
fazer, mas o compreender a Matematica, aliada a uma concepgao de sujeito
que aprende e uma concepgao de construgdo de conhecimentos.

E neste contexto que a pesquisa enderecada neste artigo se encaminha, visando
fomentar o debate acerca dos usos da matematica em atividades de modelagem matematica.
Tendo como desafio a articulacdo e a producdo de sentidos para os diferentes jogos de
lingaugem que devem ser jogados pelos modeladores.

Os usos da linguagem e da linguagem matematica em uma perspectiva wittgensteiniana
A perspectiva wittgensteiniana na Educacdo Matemadtica estd associada a um

posicionamento filoso6fico contemporaneco que dialoga com a literatura sobre a Filosofia da

Linguagem, as Filosofias da Matematica e sobre a Filosofia da Educacdo Matematica.

De modo geral, a Filosofia da Linguagem de Wittgenstien visa, em parte, contrapor
as Filosofias da Consciéncia e esta para além de algo que se ocupa apenas em resolver
problemas de linguagem, como um acabamento, ou uma analise a posteriori da atividade
filosofica. Essa Filosofia ¢ vista como uma disciplina ulterior a qualquer atividade filos6fica
e a partir dela € possivel a realizacdo de uma “analise critica da estrutura, dos limites e das
possibilidades da nossa linguagem quotidiana” (CONDE, 1998, p. 17).

Ludwig Wittgenstein apresenta neste contexto uma visdo pragmatica para a
linguagem (IZMIRLI, 2013, DUMMET, 1959; GERRARD, 1991; 1996; MORENO, 2003;
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WRIGHT, 1980). Neste texto, nos amparamos nas obras de Wittgenstein Investigagoes
Filosoficas e Observagoes sobre os fundamentos da Matematica, em que o filos6fo faz um
exame filosofico sobre linguagem, enuncia e discute alguns dos topicos fundamentais de seu
trabalho, como: jogos de linguagem, regras, significado, provas, proposigoes.

As reflexdes de Wittgenstein sobre matematica compreendem asser¢des sobre 0s
usos € os papeis de proposi¢des matematicas em diferentes jogos de lingaugem, bem como
o conceito de seguir uma regra. Segundo Wittgenstein (1996), para o matematico, jogar pode
significar agir de acordo com certas regras. De acordo com Wittgenstein (1996, p. 346,
traducdo nossa),

As palavras ‘linguagem’, ‘proposi¢do’, ‘ordem’, ‘regra’, ‘calcular’,
‘experimento’, ‘seguir uma regra’ estdo relacionadas a uma técnica, um
costume. Um passo preliminar para agir de acordo com uma regra seria,
digamos, ter o prazer em regularidades simples como o toque de ritmos, ou
desenhos simples, ou olhando ornamentos simples. Assim, pode-se treinar

CE N3

alguém a obedecer a ordem: “desenhe algo regular”, “toque regularmente”.
E aqui novamente € preciso imaginar uma técnica particular.

As proposicoes, de modo geral, obedecem a determinadas regras gramaticais que
determinam sua significagdo e desempenham papel de instrumentos de linguagem, em
particular as proposi¢des matematicas. O termo gramatica, segundo Moreno (2003, p. 116):

[...] pode ser entendido, em uma primeira aproximagdo, como sendo o
conjunto de usos que fazemos das palavras que podem ser expressos sob a
forma de um sistema de regras; uma vez cristalizados em regras e assim
sistematizados, os usos das palavras esclarecem a significacdes dos
conceitos e dos enunciados.

Para Wittgenstein (1996, p. 99, tradugdo nossa), “a proposi¢do matematica tem a
dignidade de uma regra” e regras, por sua vez, segundo Wittgenstein (2013, §85),
apresentam- se como “um indicador de direcao [...]”. O autor sinaliza que em matematica
estamos convencidos sobre proposigdes gramaticais e, por isso, os resultados expressos por
meio de proposi¢des matematicas sdo aceitos como regra.

Proposicdes gramaticais sdo proposi¢coes que dependem de relagdes internas para
serem elucidadas. S3o proposicdes em que “nao ha relagdes hipotéticas, mas sim
gramaticais, que nos dizem o que faz sentido dizer ou o que ndo faz sentido dizer”, tais
proposicdes sdo vistas, ainda, como condi¢des de sentido para outras proposicdes
(GOTTSCHALK, 2004, p. 313). As proposi¢des empiricas, por sua vez, apresentam também
natureza pragmatica, mas se fazem dependentes dos fatos na medida em que as utilizamos
neste sentido, segundo Moreno (2003, p. 129) “¢é o uso que fazemos de certas proposi¢des
que tornam seus sentidos dependentes dos fatos. Os fatos participam do sentido das
proposi¢des empiricas porque ¢ assim que definimos o uso que delas devemos fazer com a
finalidade de levantar hipdteses e construir raciocinios”.

Enquanto uma proposicdo gramatical estd associada ao que o objeto ¢ em uma
gramatica especifica, uma proposi¢ao empirica esta associada aos fatos, aos fendmenos, mas
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quem as torna empiricas somos nos, baseados nos usos que delas fazemos. Utilizamos essas
proposicdes como descritivas, para falar como as coisas sdo. Por exemplo, a proposicao
citada por Wittgenstein (1996, p. 245, tradugdo nossa), “A palavra ‘Bismark’ tem letras”
pode ser concebida como uma proposicdo empirica, visto que descrevemos o uso de tal
palavra na linguagem, de acordo com a proposi¢ao. Wittgenstein também se refere a essa
proposi¢ao como sintética a priori.

Na analise da perspectiva wittgensteiniana e referindo-se a contextos em que interssa
o ensino e a aprendizagem, Gottschalk (2008) argumenta que:

[...] esta nova perspectiva (vinda da filosofia de Wittgenstein) sugere uma
concepgdo de ensino e aprendizagem em que o papel do professor passa a
ser ensinar significados através do uso que se faz deles em seus respectivos
contextos linguisticos. E aprender, por sua vez, € ser capaz de ver de outra
maneira, sem que essa outra maneira seja uma “variagdo” de uma hipdtese
inicial do aluno. Em outras palavras, aprender ¢ estar disposto a comparar
seu modo usual de empregar certa imagem com outro (ndo importa que
tipo de imagem seja) (GOTTSCHALK, 2008, p. 87).

No que se refere a modelagem matematica, particularmente em contextos de ensino

e de aprendizagem ¢ pertinente focar nos usos da linguagem matematica e dos multiplos
jogos de linguagem que a rodeiam e a constituem.

Segundo Wittgenstein (2013), os jogos de linguagem se definem como parte de
nossas formas de vida e consistem de linguagem e das atividades com as quais estdo
entrelagadas. Vilela (2011), considera que jogos de linguagem sdo como os diferentes usos
da matematica em praticas especificas. J&4 Gottschalk (2004, p. 321), refere-se a eles como
meios para que os significados sejam entendidos e ampliados e, segundo a autora “aprender
o significado de uma palavra pode consistir na aquisi¢do de uma regra, ou um conjunto de
regras, que governam seu uso dentro de um ou mais jogos de linguagem™.

Neste sentido, a apreensao de significado constitui uma atividade linguistica e esta
relacionada ao uso da linguagem e ao seu uso para justificacdo dos procedimentos
matematicos pelos alunos.

Procedimentos Metodoldgicos

Para investigar “como os alunos justificam seus procedimentos matematicos no decorrer de
atividades de modelagem matematica?” referimo-nos a uma atividade de modelagem
matematica desenvolvida por treze alunos de um curso de Licenciatura em Matematica no
decorrer da disciplina de Equagdes Diferenciais Ordindrias, durante o ano letivo de 2015,
em um periodo de aproximadamente oito aulas. Os aluno, distribuidos em 03 grupos sao
identificados como: G4 (Alunos A1, A2 e A3), G5 (B1, B2, B3, B4 ¢ A4) e G3 (C1, C2, C3,
C4 e C5).

Os dados em que fundamentamos nossas reflexdes, interpretagdes sdo provenientes
de anotacdes em didrio de campo, registros escritos dos alunos e gravagdes em audio e video.
Neste artigo, apresentamos a analise da atividade “a pratica do Bungee Jump” a fim de
evidenciar como os alunos justificam seus procedimentos matematicos em atividades de
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modelagem matematica. O texto inicial da atividade foi entregue pela professora, uma das
autoras deste artigo, aos alunos.

A literatura sobre modelagem matematica aborda diferentes procedimentos que
podem ser utilizadas no desenvolvimento de atividades de modelagem matematica: “a busca
de informacgdes, a identificacdo e sele¢do de variaveis, a elaboragdo de hipoteses, a
simplificagdo, a obtencdo de uma representagdo matematica (modelo matematico), a
resolucao do problema por meio de procedimentos adequados e a analise da solucao que
implica numa validagdo, identificando a sua aceitabilidade ou nao” (ALMEIDA;
FERRUZZI, 2009, p. 121). No processo de analise, recorremos a tais procedimentos a fim
de identificar os passos percorridos pelos alunos para desenvolver a atividade.

Como metodologia de anélise de dados recorremos a analise das praticas discursivas
de acordo com Spink (2013). Utilizamos como instrumento de andlise de dados a construgo
de arvores de associagdo de ideias para a producdo de sentidos contemplando a questdo de
pesquisa e a interlocugdo entre os elementos tedricos. De acordo com a autora, “as arvores
de associagdo constituem mais um recurso para entender como um determinado argumento
¢ construido no afa de produzir sentido num contexto dialogico” (SPINK, 2013, p. 91). Na
analise o processo de interpretacdo ¢ concebido como um processo de producgdo de sentido.
“A interpretacdo emerge, dessa forma, como um elemento intrinseco do processo de
pesquisa. [...] Durante todo o processo da pesquisa estamos imersos no processo de
interpretacdo.” (SPINK, 2013, p. 82).

A atividade de modelagem matematica: o caso do Bungee Jump

Considerado um esporte de aventura, o Bungee Jump tem como caracteristica a
superagao de dificuldades fisicas e a busca por emogdes. O esportista amarrado a um cabo
de aco cai em queda livre de aproximadamente 50 m. De acordo com Lopes (2005), o esporte
comecou na ilha Pentecost do Pacifico e seus registros datam de 1954. Regulamentados no
Brasil desde 2006, os saltos devem ser administrados com material de boa qualidade e
tecnologia, os quais consistem de: tornozeleira, cordas para ancoragem, cabo elastico e
protecao corporal. O conjunto de informagdes do Quadro 1 foi entregue aos alunos para
inteira¢ao com o tema da atividade.

Quadro 1: Como funciona o salto de Bungee Jump
Como Funciona

O esporte Bungee Jumping pode ser praticado por qualquer pessoa sem limites de idade, os unicos
limites sdo peso minimo de 40kg e ndo ter algum problema sério de saude.
Existem 3 tipos de cordas a serem utilizadas, estas variam de acordo com o peso da pessoa que
saltara, isto determinara apenas o conforto no salto, para que a corda estique de forma suave. Apos
decidida a corda que serd utilizada, os engates e os cintos de seguranca serdo colocados e
vistoriados para o salto. Um guindaste com capacidade para aproximadamente 40 toneladas, igara
uma gaiola com a pessoa presa & mesma até o topo, onde apos ser solta da presilha de seguranca
estara liberada para saltar no momento desejado. Com a ajuda de um instrutor, esta realizara o
salto de uma altura de aproximadamente 42 metros, (equivalente a altura de um prédio de 14
andares), presa a uma corda eldstica em cima de um Air Bag (colchéo de ar), a pessoa que realiza
o salto ndo chega a encostar no Air Bag, mantendo-se a uma distancia de 2 a 5 metros do mesmo.
Nas cordas de Bungee Jumping temos, além dos milhares de feixes de latex que formam a corda
elastica uma fita tubular de nylon de alta resisténcia que acompanha toda corda elastica, capaz de
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suportar o peso de 2.7 mil kg. O praticante é ancorado no elastico em no minimo dois pontos do
corpo (geralmente na cintura ¢ nos tornozelos;). Todos os mosquetdes sdo protegidos de
acolchoado para impossibilitar eventuais ferimentos no praticante. Como backup complementar
utilizamos um Airbag (colch@o de ar;) no solo contra o ultimo caso de uma queda.

Fonte: Master Jump. Disponivel em: <http://www.masterjump.com.br/ComoFunciona.aspx>.
Acesso em 28/02/19.

No desenvolvimento da atividade os alunos buscaram interpretar a problematica
enunciada por meio de uma Equagdo Diferencial Ordinaria (EDO) de segunda ordem. O jogo
de linguagem que normatiza o salto do Bungee Jump, associado a essa pratica em particular,
¢ utilizado pelos alunos no momento de identificacdo dos dados para delinecamento da
situagdo-problema e regras deste jogo de linguagem sdo levadas em consideragdo para
formular hipoteses sobre quanto a corda ira se estender, a altura que o praticante ira saltar, a
massa do sujeito que saltara, entre outros dados necessarios e, a partir dessas suposigoes, 0s
alunos adentram no jogo de linguagem da Matematica.

Trés situagdes-problema sdo estudadas: os alunos do grupo G4 se concentraram na
obtencdao de um modelo para descrever o deslocamento do sujeito que pula no decorrer do
tempo; os alunos do grupo G5 identificaram como problema a ser estudado “Qual o
deslocamento da corda no fim do salto, levando em consideracao a forca de resisténcia
atuante sobre o corpo?”’; ja os alunos do grupo G3 definiram o problema “Analisar os valores
iniciais da pratica do Bungee Jump, encontrar a EDO e resolvé-la”. Idealizadas as situagoes
matematicas, os alunos utilizaram resultados matematicos associados ao estudo de um
sistema massa-mola, regras convencionadas na linguagem matematica:

Quadro 2: Regras da Linguagem Matematica usadas na atividade dos alunos
Lei de Hooke
A forga da mola (F) ¢ proporcional ao deslocamento da mola (x)
F = — k.x, sendo k constante de proporcionalidade da for¢a da mola oposta a forga da gravidade.
- usada considerando o cabo do Bungee Jump como uma mola atada ao sujeito.
Segunda Lei de Newton
A soma das formas que atuam sobre um corpo (3, F) é proporcional a massa do corpo pela sua aceleragao,
ouseja, ). F = ma.
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Uso da Lei de Hooke e da segunda Lei de Newton para deducio da EDO
A segunda Lei de Newton nos diz que a soma das forcas ¢ proporcional a massa do corpo do sujeito por sua
aceleracdo, ou seja,
ZF=mg—yv—kx=ma,
sendo as variaveis dessa equagao:
x — espago percorrido pelo sujeito;
t — tempo;
v — velocidade do corpo no decorrer do tempo, sendo que a derivada primeira do espago em relacdo ao
L \ . . d
tempo ¢ igual a velocidade v, ou seja, d—’: =v;

a —aceleracdo do corpo no decorrer do tempo, sendo que a derivada segunda do espaco em relagdo ao tempo
2

¢ igual a acelerag@o a, ou seja, % =a.

E, sdo constantes:

m — massa do sujeito (kg);

g — forga da gravidade, g = 9,8 m/s?;

y — forga de resisténcia do vento, proporcional a velocidade.

Desse modo a EDO correspondente ao fendmeno pode ser escrita como:

x" —yx'—kx =mg.

Fonte: registros escritos dos alunos.

Apos a interpretacdo da situacao-problema, das forcas que atuam sobre o corpo e da
EDO de segunda ordem correspondente, caberia aos alunos a obten¢ao dos parametros y e
k. Focamos na descri¢ao do desenvolvimento da atividade por um dos grupos (G4) devido
ao espaco do artigo. Os alunos A1, A2 e A3 deste grupo interpretaram a situacao por meio
de ilustracdes e da analise das for¢as que atuam sobre um corpo em movimento (Figura 1).

Figura 1 Interpretacdo da situacdo do Bungee Jump pelo grupo G4
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Fonte: registros escritos dos alunos.

Para o desenvolvimento da atividade os alunos do grupo G4 formularam as hipdteses:
Hipotese 1. a massa do corpo do sujeito que salta de Bungee Jump influencia no quanto o
cabo ira esticar/distender.
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Hipotese 2: O coeficiente de elasticidade da corda ¢ proporcional a massa do corpo do
sujeito. Ou seja, € possivel considerar a lei se k ¢ o coeficiente de elasticidade e m a massa
do sujeito, entdo a forca de elasticidade serd dada por k.m = F.
Hipotese 3: Quando a corda sofre seu estiramento maximo, o tranco, ¢ possivel supor uma
for¢a que puxa a massa deslocando-a para cima. A este fendmeno podemos associar a Lei
de Hooke F = —c. L, sendo ¢ uma constante ¢ L o deslocamento do cabo.

A Figura 2 mostra a obtenc¢ao dos pardmetros da EDO de segunda ordem associada
ao deslocamento do sujeito apds sua queda.

Figura 2 Obtencdo dos parametros de G4
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Fonte: registros escritos dos alunos.

Neste contexto, foram consideradas as informagdes: a massa do sujeito ¢ de 50 kg, o
comprimento da corda € 11,5 m (cabo em que o sujeito esta preso para o salto) e um suposto
alongamento da corda de 0,5 m. A partir das consideragdes empiricas, as regras matematicas
relativas as equagdes diferenciais de segunda ordem foram utilizadas (Figura 3).
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Figura 3 Obtencao da EDO e identificacao da equagao caracteristica G4
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Fonte: registros escritos dos alunos.

A equacao caracteristica de uma EDO de segunda ordem corresponde a uma equacao
de segundo grau, neste caso r2 — 0,677 + 0,8332 = 0, sendo que os coeficientes constantes
associados a EDO sao 1, -0,67 e 0,8332, e as raizes complexas conjugadas r; = 0,335 +
0,8i e , = 0,335 — 0,8i. A partir do uso dessa regra, uma funcao para o deslocamento do
sujeito apos a queda no Bungee Jump ¢ declarada, no entanto os alunos nao finalizam com
a obtencdo das duas constantes a partir das condi¢des iniciais por eles declaradas (Figura 4).

Figura 4 Identificacdo da solucdo da EDO do grupo G4.
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Fonte: Registros escritos dos alunos.

De modo similar foi realizado o trabalho dos alunos do grupo G5 e G6. Diferencas
especificas emergiram na ocorréncia do tamanho do cabo considerado para o Bungee Jump

e no grupo G5 uma situacao-problema foi desenhada pelos alunos para a investigacao
(Figura 5).
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Figura 5 Situacao-problema formulada pelo grupo G5
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Fonte: registros escritos dos alunos.

De posse dos dados e das hipoteses colocadas, os alunos apresentaram a resolugao
da EDO como explicitado na Figura 6.

Figura 6 Resolugao de EDO de segunda ordem G5
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Fonte: registros escritos dos alunos.

A partir do momento que os alunos obtiveram a solucao da EDO dada pela fun¢ao u,
os mesmos entenderam que a atividade foi desenvolvida, visto que conseguiram uma solugao
para o problema declarado inicialmente. A partir de uma EDO sobre a variacdo do
deslocamento da corda, em relagdo ao tempo, os calculos resultaram em uma fun¢do u que
descreve em linguagem matematica o deslocamento da corda apds o salto de Bungee Jump.

Arvore de Associacao e a Producio de Sentidos

A justificativa para os procedimentos dos alunos durante a atividade de modelagem
matematica ¢ o guia que move essa pesquisa (“como os alunos justificam seus procedimentos
matematicos no decorrer de atividades de modelagem matematica?”’). Tal justificacdo
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depende dos jogos de linguagem. Em Wittgenstein (2013, § 486) discute-se “[...] eu estava
justificado em tirar estas consequéncias? O que se chama aqui justificagdo? — Como ¢ usada
a palavra “justificacdo”? Descreva jogos de linguagem! Deles poder-se-a deduzir também a
importancia do estar-justificado”.

No caso da atividade em analise, os jogos de linguagem jogados pelos alunos estao
associados a matematica e a situagdo de uma pratica esportiva presente no cotidiano dos
alunos e jogar tais jogos de linguagem, para os modeladores assim como para o matematico
¢ agir de acordo com essas regras. O percurso dos alunos no desenvolvimento da atividade
¢ expresso na arvores de associacdo de ideias da Figura 7.

Figura 7 Arvore de Associagdo de Ideias — o trabalho dos alunos na atividade
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Fonte: das autoras.

A Figura 7 indica a utiliza¢do de proposi¢cdes empiricas quando os alunos precisam
produzir sentidos para a situagdo-problema em estudo, e o uso de proposi¢cdes matematica
que atuam como regras que normatizam a situagao-problema para resolver e sistematizar
uma resposta para a idealizagdo matematica realizada. O papel normativo das regras
matematicas em consonancia com dados empiricos, de acordo com Souza (2012), ¢ fato
comum em situacdes em que o sistema matematico escolar ¢ o vigente.

No que tange a atividade de modelagem matematica realizada por cada grupo, com
tema comum, mas situagdes iniciais detalhadas individualmente, os alunos usam de
procedimentos matematicos para descrever por meio da linguagem matematica a situagao
do Bungee Jump, o modelo utilizado trata-se de uma equacdo diferencial ordinaria de
segunda ordem, que nas palavras de Sriraman e Lesh (2006), traduzem as diferentes
intencionalidades do modelador no estudo da situagao-problema.

Proposicdes empiricas que no decorrer do tempo se tornaram regras gramaticais
como a Lei de Hooke e a Segunda Lei de Newton sdo utilizadas para traduzir a situacao
original, de um salto de Bungee Jump, para o uso de sistemas massa-mola na disciplina de
Equacdes Diferenciais Ordinarias. A proposi¢do empirica ¢ articulada com a regra
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matematica, proposi¢ao gramatical levando em consideragcdo o comportamento da situagao
sob investiga¢do, como denota a fala do aluno que traduz o jogo de linguagem da situagdo
inicial para a o jogo de linguagem da matematica:

Aluno A3 : Inicialmente o saltador esta em queda livre, onde estd presentes a for¢a
peso, a for¢a de resisténcia do ar, e, fazendo o desenhinho, a gente pode
utilizar a segunda lei de Newton para obter a equagdo do corpo em queda
livre.
Registro audio gravados do aluno A3, G4.

Acerca do uso das Leis de Newton, Wittgenstein (2013, p. 225) argumenta que:

Por que as leis de Newton ndo sdo axiomas da matematica? Porque nos
bem poderiamos imaginar que as coisas sdo de outra maneira. Mas - eu
quero dizer - isso s6 atribui certo papel a essas proposi¢des, em contraste
com outros. Isto é, dizer que uma proposicdo: “Poderia ser imaginada ao
contrario” ou “Podemos imaginar o oposto”, da a proposi¢ao o papel de
uma proposi¢ao empirica.

A Lei de Hooke ¢ usada para atribuir sentido ao cabo de aco, que na visao dos alunos
se assemelha a uma mola. Os alunos declaram entdo que a for¢a da mola (F) ¢ proporcional
ao deslocamento da mola (x), F=- k.x, sendo k constante de proporcionalidade da for¢a da
mola oposta a for¢a da gravidade. Essa proposi¢do, juntamente com a Segunda Lei de
Newton, ¢ empirica pois estabelece uma relagdo externa a matematica, € mostra a escolha
do jogo de linguagem que os alunos adentram para solucionar a situagdo-problema, os
colocando nos passos da solu¢ao de uma EDO. Tais leis sdo utilizadas no desenvolvimento
de hipoteses que guiam o trabalho dos alunos na situagao-problema.

O tratamento das leis matematicas e da deducao da equagdo diferencial ordinaria de
segunda ordem carrega consigo a complexidade do texto matematico, ja descrita por Silveira
e Silva (2016), cuja tradugdo estd associada também as hipoteses formuladas. As hipoteses
formuladas, de modo geral, traduzem as relagdes realizadas entre os dados empiricos e os
procedimentos matematicos que serao utilizados pelos alunos no desenvolvimento da
atividade, ou seja, evidenciam o jogo de linguagem da tradug¢ao e os sentidos atribuidos pelos
alunos, bem como os aspectos da situacao-problema que serdo mantidos ou ignorados [a
massa do sujeito foi considerada de 50 kg, o comprimento 11,5 m foi considerado para a
corda e um suposto alongamento da corda de 0,5 m.], como declarado por Pollak (2015)
como passo importante em atividades de modelagem matematica.

A partir da formulagdo de hipdteses os alunos adentram no uso de regras matematicas
que possibilitam a solucdo do problema por meio de uma equagdo diferencial ordindria de
segunda ordem, esta propria uma regra matematica, um modelo matematico com o potencial
de descrever a situacdo-problema por meio dos olhos dos modeladores. O potencial de
descricdo dos modelos matematicos ¢ abordado por Niss (2015) como importante nas
situacdes de ensino e de aprendizagem da modelagem matematica em salas de aula e pode
fomentar analises criticas sobre os usos da matematica.

A solucdo do problema ¢ entdo feita com base na utilizagdo de matematicas que sdo
delineadas de acordo com a utilizacdo das regras matematicas para a solugdo de equagdes
diferenciais ordinarias. Tais regras podem ser denominadas gramaticais, pois determinam a
significacdo da EDO no jogo de linguagem da matematica e desempenham papel de
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instrumentos de linguagem, sendo elas regras para solu¢do de equacdes diferenciais
ordinarias de segunda ordem com coeficientes constantes.

No desenvolvimento da solu¢do para a equagdo diferencial ordindria de segunda
ordem, os alunos utilizam procedimentos matematicos da Educacao Bésica para resolver o
que denominam de equagdo caracteristica para a equagado diferencial ordinéria.

Aluno B1: podemos tentar colocar os dados de acordo com a EDO, porque a EDO da
mola vocé chega em uma EDO homogénea e ...
Aluno A4: e ‘mata’.
Aluno Bl: e resolve normal, encontra a equagdo caracteristica, ¢, e ¢, e resolve.
Aluno A4: vamos tentar.
Registro audio gravados dos alunos do grupo GS5.

As regras para solucao da equagdo caracteristica nao sao explicitadas, e pode-se dizer
que os alunos do grupo G5 a utilizam mecanicamente, neste caso procedimentos
matematicos para solucdo de equacgdes de segundo grau sao utilizados. Para Wittgenstein
(1996, p. 422, traducdo nossa), o conceito de seguir uma regra mecanicamente pode ser
comparado com um mecanismo em que “‘mecanico’ — significa: sem pensar. Mas
inteiramente sem pensar? Sem refletir”’. Nao ¢ possivel dizer se A4 refletiu ou nao sobre a
utilizacao de propriedades matematicas, fato ¢ que a utilizacao de tais regras culminou na
obtencdo de um modelo matematico que soluciona a situagdo-problema. Lembremos de
Wittgenstein (2013, § 289) ao sinalizar que “usar uma palavra sem justificagdao ndo significa
usa-la indevidamente”.

As demais regras matematicas utilizadas na solugdo da EDO sao explicitadas (Figura
2, Figura 3, Figura 4 e Figura 6), e a todos momento os alunos indicam em seus registros a
relacdo entre a regra matematica utilizada e sua associacdo com os dados empiricos
coletados, como por exemplo, o tamanho do cabo de aco, a massa do sujeito que salta, entre
outros. Pode-se dizer que os alunos seguem justificam seus procedimentos matematicos com
vistas aos dados — proposi¢des empiricas — que sustentam a dedug¢do de uma equacao
diferencial ordinaria para descrever o salto de Bungee Jump na atividade de modelagem
matematica. Neste contexto elaboramos a arvore de associacao de ideias referente a atividade
de modelagem matematica (Figura 8).
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Figura 8 Arvore de Associagdo de Ideias — sobre a atividade de modelagem matematica
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Fonte: das autoras.

De modo geral, os registros dos trés grupos detalham a sele¢do de varidveis,
interpretagdo matematica dos dados dispostos na situagao-problema, obtencao de um modelo
matematico e intepretacdo, com vistas a situa¢do, do modelo obtido, como pode ser visto na
secdo anterior. A justificagdo por escrito das conexdes matematicas utilizadas e o que a
situacdo-problema requeria auxilia os alunos na atribuicdo de sentidos as proposicdes
gramaticais utilizadas.

Na arvore de associagdo da Figura 8, sinalizamos que em atividades de modelagem
matematica diferentes matematizagdes sao possiveis, que se traduzem em diferentes modos
de ver a situagdo-problema, o que no caso analisado esta associado as trés problematicas
definidas inicialmente pelos grupos G4, G5 e G3. S3do mobilizados nessas atividades
diferentes jogos de linguagem, no enanto € por meio dos jogos de linguagem da matematica
que ocorre o uso de procedimentos matematicos, associados as equagdes diferenciais de
segunda ordem e seus métodos de resolucdo — explicitos na andlise deste artigo. A
aprendizagem linguistica esta associada a vivéncia de regras como proposicdes gramaticais
que normatizam os usos da linguagem matematica e o percurso dos alunos pelos diferentes
jogos de linguagem mobilizados na atividade de modelagem matematica.

Palavras Finais...

Por fim, ndo com o objetivo de esgotar as discussdes, mas de impulsionar o debate
em torno dos usos da linguagem e de sua importancia para a atribuicdo de sentidos em
atividades de modelagem matematica, retomamos elementos que emergiram nas analises
trazemos a tona as palavras de Wittgenstein para fomentar nossas reflexdes em torno do
objetivo da pesquisa, ou seja, como os alunos justificam seus procedimentos em atividades
de modelagem matematica.

De modo geral, na atividade de modelagem matematica desenvolvida pelos alunos
proposi¢des matematicas sao utilizadas com o carater de regras. A matematica ¢ utilizada
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para responder a situacdo-problema e parece se configurar a assertiva de Wittgenstein de
que:

A matematica - eu quero dizer - lhe ensina, ndo apenas a resposta para uma
pergunta, mas todo um jogo de linguagem com perguntas e respostas.

[.]

Podemos dizer que a matematica nos ensina métodos experimentais de
investigacdo? Ou nos ajuda a descobrir esses métodos de investigacdo?
‘Para ser praticos, a matematica deve nos falar de fatos’. - Mas esses fatos
tém de ser matematicos? — Mas, por que ndo pode a matematica, em vez
de ‘ensinar-nos fatos’, criar as formas do que chamamos de fatos?

‘Sim, mas certamente continua a ser um fato empirico o que os homens
calculam!” - Sim, mas isso ndo faz das proposi¢des utilizadas no calculo,
proposi¢des empiricas (WITTGENSTEIN, 1996, p. 381, traducdo nossa).

As justificativas para os procedimentos matematicos utilizados pelos alunos, quando
dadas, sdo feitas com base na situacdo-problema em estudo, especificamente nos dados
considerados para a situagdo-problema, ou com base em relagdes internas a matematica, ou
seja, na gramatica que rege as regras matematicas, o que nesse caso foi feito olhando para as
regras de solu¢do de EDOs de segunda ordem.

Assim, diferentes jogos de linguagem sdo utilizados com vistas a utilizagdo de
matematica na situagdo. Observa-se que nem todos os alunos justificam seus procedimentos,
atribuindo sentidos aos usos dos procedimentos matematicos utilizados, tendo como pano
de fundo o significado destes usos na situacao do Bungee Jump, por exemplo no fato de que
apods o salto o cabo de ago tem um distendimento especifico que caracteriza na linguagem
matematica o coeficiente de elasticidade de uma equagdo diferencial ordindria, como
indicado no dialogo do grupo G4:

Aluno A3: com a corda estendida ha a inclusdo da for¢a elastica, dessa forma utiliza-
se mais uma vez a segunda lei de Newton para descrever o movimento.
Entdo a gente tem a massa vezes a acelera¢do

Aluno A2: que é a for¢a resultante

Aluno A3: a gente tem o coeficiente vezes a velocidade mais o que aparece aqui, a for¢a
elastica vezes o deslocamento... ele impds, a gente vai ter que impor
também.

Registros audio gravados do grupo G4.

Tal fato denota parte da aprendizagem linguistica que ¢ possivel na articulagdo da
situacdo-problema com as regras matematicas. Corroboramos com Gottschalk (2010) acerca
do uso de métodos nos processos de ensino e aprendizagem para fomentar a aprendizagem
linguistica em Matematica e evidenciamos a asser¢ao ja realizada por Almeida (2014a) que
enfatiza que nestes contextos nao procuramos por significados dos objetos matematica em
uma realidade interdependente da linguagem matematica, mas auxiliamos os alunos na
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atribuicao de sentidos a partir do uso que fazemos dos conceitos matematicos combinados a
situacdes especificas.

A justificativa do uso da matematica se da de acordo com a proposi¢dao empirica de
dedugdes de equagdes diferenciais ordinarias de segunda ordem, por meio da jungao da Lei
de Hooke com a Segunda Lei de Newton.

Wittgenstein (1996) aborda o papel de proposi¢des matematicas na linguagem e
coloca importancia nas reflexdes sobre elas de modo a mostrar o papel da gramatica que rege
as regras matematicas. Faz-se importante sinalizar a importancia de olhar para a matematica
como base no papel que desempenha em nossas vidas e na relagdo que desempenha com
outros jogos de linguagem. Nesse sentido acreditamos que a modelagem matematica pode
auxiliar os alunos na apropriacdo linguistica das regras matematicas e na atribuicdo de
sentidos para tais regras por meio de diferentes usos da matematica articulados com as
situagdes empiricas, seja a partir de proposicdes empiricas ou seja a partir de proposigoes
gramaticas.
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