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RESUMO

O estudo da linguagem matematica pode ser comparado ao de uma lingua estrangeira;
isto ¢, deve-se conhecer suas regras gramaticais (em diversos niveis de aprendizagem como
basico, intermediario e avancado) para melhor compreender um texto, ou uma expressao,
escritos nesta linguagem. Além disso, por vezes ¢ interessante observar os dialetos,
caracterizando as diferencgas regionais (no caso de uma lingua natural), que podem ser
comparadas as diferencas entre as diversas dreas da matematica. Este artigo trata de uma
breve introducdo ao dialeto Geometriqués, e aborda algumas das dificuldades em termos de
nomenclatura, e de escrita e leitura de frases neste dialeto, bem como faz uma pequena
comparagao entre o Geometriqués € o Algebrés.

RESUME

L’¢étude du langage mathématique peut étre vue comme celle d’une langue étrangére ;
c’est-a-dire, il est nécessaire de connaitre ses régles grammaticales (dans les divers niveaux
de ’apprentissage comme €élémentaire, intermédiaire et avancé) pour mieux comprendre un
text, ou une expression, écrits en ce langage. De plus, il est parfois intéressant de remarquer
les dialectes, qui caractérisent les différences régionales (dans le cas d’un langage naturel).
Ces différences peuvent étre comparées a celles entre les diverses branches des
mathématiques. Ce text est une bréve introduction au dialecte Géometriquais et on examine
quelques unes des difficultés concernant la nomenclature, ainsi que 1’écriture et la lecture de
phrases en ce dialect. En outre, une comparaison entre deux dialects (le Géometriquais et
I’Algébrais) est faite.

Introducao

A devida compreensdo da Matemadtica estd intimamente relacionada aos corretos uso
e interpretagdo de sua linguagem. Esta, por sua vez, apresenta caracteristicas proprias,
dependendo da area da Matematica que se esteja considerando. Tais peculiaridades fazem
com que a linguagem matematica possua regras particulares, dependendo da area de estudo.
Nesse sentido, diz-se que a linguagem matematica possui alguns dialetos.

Existe uma grande variedade de textos que tratam de escritas e leituras em Matematica.
A grande maioria deles, porém, aborda temas mais voltados a Aritmética ou a Algebra.
Quando se deseja descrever determinada propriedade geométrica (como uma proposi¢ao ou
um teorema), muitos autores inclusive se preocupam em descrevé-la exclusivamente em
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lingua natural, sem o auxilio da linguagem matematica. Por exemplo, ao enunciar o Teorema
de Pitdgoras, em lingua portuguesa, pode-se dizer: “Em todo triangulo retangulo, o
quadrado da hipotenusa corresponde a soma dos quadrados dos catetos.”.

Porém, existe uma grande dificuldade, tanto por parte dos alunos quanto por parte de
alguns professores, de descrever uma determinada propriedade exclusivamente em
linguagem matematica, isto ¢, sem o auxilio da lingua natural. Um dos motivos que levam a
essa situacao € o numero de palavras (em Geometriqués, o dialeto da Geometria) necessarias
para descrever um simples objeto (exemplos sdo apresentados ao longo deste texto).

Entretanto, existem diferentes niveis de rigor na escrita em linguagem matematica.
Nao se deve exigir que alunos dos anos iniciais do Ensino Bésico tenham o mesmo grau de
fluéncia nesta linguagem que os dos anos finais; assim como no estudo de uma lingua
estrangeira, ndo se aprendem todas as regras gramaticais e todo o seu vocabuldrio em um
nivel mais basico. Nesse sentido, as escritas e leituras realizadas neste artigo sao tratadas em
um nivel mais elementar do estudo da linguagem matemadtica, sem, no entanto, que as
expressoes percam seu significado.

Por outro lado, analisando diversos materiais didaticos disponiveis no mercado, € que
tratam de Geometria, percebe-se uma enorme variedade de notacdes atribuidas a um mesmo
objeto. Por exemplo, alguns representam um segmento de reta de extremos em dois pontos
A e B por AB. Ja outros, o nomeiam por AB. Um tridngulo de vértices em trés pontos nio
colineares (isto €, que ndo pertencem a uma mesma reta) A, B e C ora ¢ representado por
A ABC, ora simplesmente por ABC. Sao inumeros os exemplos de ocorréncias desse tipo.

Outro fato também observado sdo as diferentes formas de se definir determinados
objetos geométricos. Por exemplo, alguns materiais didaticos definem a mediatriz de um
segmento como a reta que o intersecta perpendicularmente em seu ponto médio. J& outros, a
definem como o lugar geométrico dos pontos equidistantes dos extremos do segmento.
Algumas defini¢des apresentadas podem perder a esséncia do objeto a ser definido (como
esta ultima), acarretando também numa eventual perda de compreensao do mesmo.

Isso pode levar a crer que, ndo importa a forma com a qual escrevamos, ou com a qual
nomeemos os objetos, ou os definamos, os alunos irdo sempre compreender. Sera mesmo?
Boa parte de nossos futuros professores que ensinardo matematica (licenciandos em
Matematica, por exemplo) nunca se preocupou com esses “detalhes” (talvez porque nunca
tenham dito a eles que se preocupassem), e, provavelmente, repetirdo em sala de aula a
mesma falta de precisdo na escrita em linguagem matematica. E muito comum, ao corrigir
provas desses alunos ou mesmo presenciar suas exposi¢des orais em formato de aula, que
eles escrevam ora AB, ora AB (em uma mesma questo, por exemplo), querendo significar
exatamente o mesmo objeto (a saber, o segmento de reta de extremos em A e B). Isso ocorre,
pois os mesmos nao tém as regras gramaticais bem fundamentadas, e creem que ambas as
palavras tém o mesmo significado (isto €, que sdo sindnimas).

Neste sentido, este artigo visa apresentar uma breve introdu¢do a descricdo da
linguagem matemadtica presente na Geometria, bem como a leitura e escrita adequadas de
expressdes em Geometriqués. No entanto, ndo se tem aqui o intuito de apresentar defini¢des
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precisas dos objetos geométricos, tampouco descrever demonstragdes de proposig¢des ou de
teoremas.

Na primeira se¢do, sdo apresentadas algumas consideragdes a respeito de certos
objetos geométricos basicos tratados em Geometria, tais como seus nomes e determinadas
relagdes entre eles. A escrita e a leitura de frases em linguagem matematica sao abordadas
na segunda secdo, atentando também para a definicdo adequada de alguns objetos. Ja na
terceira secdo, ¢ apresentada uma breve comparagdo entre os dialetos Geometriqués e
Algebrés.

Consideracoes sobre alguns objetos geométricos basicos

Esta secdo visa apresentar, de modo breve, os nomes atribuidos a alguns dos principais
objetos com os quais normalmente se trabalha em Geometria, dentre eles os pontos, as retas,
os segmentos e os angulos, e sdo consideradas também algumas relagdes que os envolvem.
Como o foco deste artigo ¢ tratar da linguagem matematica relacionada a contetidos de
Geometria Plana, todos os objetos considerados estao em um determinado plano fixado.

Lembramos que ponto, reta € plano sdao nogoes primitivas da Geometria, isto €, sao
objetos admitidos sem definicdo. Sendo assim, eles ndo podem ser definidos a partir de
conceitos definidos anteriormente. Por esse motivo, ndo se deve dizer que “Ponto é definido
como...” ou “Ponto é...”. O que se deve dizer ¢ que, baseados em nossa experiéncia do dia a
dia, um ponto pode ser visto como uma marca feita pela ponta de um lapis no papel, por
exemplo, ou como algo adimensional (isto ¢, sem dimensdo), menor do que se consegue
imaginar, que nao possui partes, etc.

Os pontos sao nomeados por letras maiusculas latinas, usualmente A, B, C ¢ D. Com
frequéncia também sdo utilizadas as letras P e Q. Certos pontos especificos possuem nomes
especiais. Por exemplo, usualmente nomeia-se por M o ponto médio de segmentos, € por O
o centro de circunferéncias.

Tem-se que dois pontos A e B sdo iguais (isto €, coincidentes) quando ambos
corresponderem a precisamente o mesmo ponto do plano; neste caso, escreve-se A = B. Em
outros termos, A € B sdo simplesmente nomes diferentes para o mesmo objeto (o ponto). Ao
longo deste texto, letras latinas maitsculas sempre representam nomes de pontos'.

As retas, por sua vez, sdo nomeadas por letras mintsculas latinas, usualmente r, s e t.
Convém lembrar que a letra r também ¢ usada para nomear o raio (que € um numero real
positivo)’ de uma circunferéncia. Portanto, dizemos que, neste caso, r é uma palavra
homonima®.

! Convém notar que nem sempre letras latinas maiisculas nomeiam pontos. Usualmente, utiliza-se a letra R
para nomear o raio (um numero real positivo) da circunferéncia circunscrita a um tridngulo, por exemplo.

2 Na verdade, “raio” ¢ uma palavra polissémica, em lingua portuguesa, que pode significar tanto o segmento
(e, portanto, um conjunto de pontos) que liga o centro de uma circunferéncia a qualquer um de seus pontos,
quanto a medida (e, logo, um numero real positivo) de tal segmento.

3 Diz-se que uma palavra, em linguagem matematica, é homonima quando possuir pelo menos dois significados
distintos ndo relacionaveis entre si (CUNHA; VELASCO, 2019).
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Para nomear especificamente a tnica reta que passa por dois pontos distintos 4 e B,
utiliza-se a palavra AB (obtida pela justaposi¢do dos nomes dos dois pontos) acrescida do

—
suprafixo® “«<>”, isto ¢, a palavra AB. Sendo assim, se, em uma determinada reta r, tomamos
dois pontos distintos A e B, esta mesma reta também ¢ denominada por AB. Em suma, neste

caso,re AB sio dois nomes distintos para um mesmo objeto, a saber, a reta r. Portanto, diz-
se que, neste caso, essas duas palavras sao sinonimas.

Segmento de reta ¢ a por¢ao de uma reta compreendida entre dois pontos distintos da
mesma, incluindo estes dois. Sendo A € B os nomes de tais pontos, nomeia-se tal segmento
por AB (isto &, pela justaposicdo dos nomes dos extremos do segmento).

Caso queiramos nos referir 2 medida do segmento AB (com respeito a uma certa
—”, nomeando-a,

13

unidade de medida fixada), adiciona-se a essa palavra o suprafixo
portanto, por AB. Uma outra nomenclatura para essa medida ¢ dada por meio da notagio
funcional m(4AB). Como dito anteriormente, com frequéncia, encontram-se materiais
didaticos que nao fazem distingdo de nomenclatura entre um segmento e sua medida. Porém,
tal pratica nao ¢ considerada adequada, visto que ambos sdo objetos distintos, inclusive de
natureza distinta; um deles ¢ um conjunto de pontos (o segmento), € o outro, um nimero real
positivo (sua medida).

Outra pratica muito comum ¢ a de considerar segmentos de medidas iguais como
segmentos iguais. Segmentos sdo conjuntos de pontos; portanto, dois segmentos sdo iguais
quando ambos forem constituidos pelos mesmos pontos do plano®. Por exemplo, os
segmentos AB e BA sdo iguais®, e escreve-se AB = BA, visto que os pontos compreendidos
entre A ¢ B sdo os mesmos que os compreendidos entre B ¢ A. Nota-se, portanto, que as
palavras AB e BA sdo sindnimas, visto que elas descrevem precisamente o mesmo objeto.

Sendo assim, embora os segmentos AB e CD da Figura
1 possuam a mesma medida (representada graficamente pelas
marcagdes nos segmentos), eles ndo sdo iguais, pois sequer

B D

possuem um ponto em comum. Neste caso, diz-se que AB e
CD sdo congruentes’, e representa-se por AB = CD. Tem-se,

C

consequentemente, que AB = CD e AB = CD sao frases A
equivalentes. Porém, elas ndo possuem a mesma leitura. A

. . . . s . y o~ Figura 1: Segmentos congruentes
primeira deve ser lida: “Os segmentos ‘AB’ e ‘CD’ sdo

congruentes.”; ja a segunda: “As medidas dos segmentos ‘AB’ e ‘CD’ sdo iguais.”.

4 Suprafixo é um tipo de afixo, identificado na linguagem matematica, utilizado para compor palavras a partir
de outras pelo seu acréscimo acima destas (CUNHA; VELASCO, 2017 e CUNHA; VELASCO, 2019).

5> Lembramos que dois conjuntos sdo ditos iguais quando possuirem precisamente os mesmos elementos.

® Em Geometria Euclidiana, ndo ¢ usual considerar segmentos orientados (isto é, aqueles para os quais se
estabelece um sentido de percurso). Por esse motivo, os segmentos AB e BA sdo iguais, em nosso contexto.
Porém, se for considerada sua orientagdo (quando se trabalha com vetores, por exemplo), estes mesmos dois
segmentos seriam distintos, por possuirem sentidos diferentes.

" Dois objetos sdo ditos congruentes quando possuem mesmo tamanho, mesmas medidas € mesmo formato. A
relacdo de congruéncia entre segmentos (ou entre angulos, triangulos, etc.) ¢ uma relagdo de equivaléncia no
conjunto de todos os segmentos (ou de todos os angulos, de todos os tridngulos, etc.).
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Caso queiramos representar, em linguagem matematica, que dois segmentos nao siao
congruentes, deve-se adicionar o sobrefixo® de negacdo “/” a palavra “=". Sendo assim, a
frase AB Z CD significa que os segmentos AB e CD ndo sdo congruentes. Isto equivale a
dizer que estes dois segmentos possuem medidas distintas, isto &, que AB # CD.

Uma semirreta, por sua vez, ¢ nomeada pelo acréscimo do suprafixo “—” a palavra
obtida pela justaposi¢do dos nomes do ponto correspondente a sua origem e de um outro
ponto pelo qual a semirreta passa. Em outros termos, a semirreta, de origem em um ponto O

€ que passa por um ponto A ¢ nomeada por OA. Nota-se que as palavras 04 e 40 nio sdo
sindnimas, pois representam semirretas distintas (a primeira, possui origem em O e passa
por A, e a segunda, tem origem em A e passa por 0).

Um dngulo ¢ definido como a unido de duas semirretas de mesma origem. Elas sdo
ditas os /lados do angulo, e a origem comum de ambas ¢ dita o vértice desse angulo. Sendo

04 ¢ OF os lados de um angulo (de vértice 0), nomeia-se esse angulo pelo acréscimo do
prefixo “£” a palavra AOB, isto ¢, por LAOB. Em linguagem matematica, a frase

2AOB = 04 U OB

indica a defini¢ao de tal angulo, e pode-se 1¢é-la como: “O angulo ‘AOB’ corresponde a
unido das semirretas ‘0A’ e ‘OB’.”.

Sua medida (a qual ndo definimos aqui) é nomeada pelo acréscimo do suprafixo “~”
acima do nome do vértice na palavra AOB, isto é, AOB indica a medida (em graus ou em
radianos, dependendo do contexto) do angulo £AOB. Outros nomes para essa medida sdo
AOB (palavra obtida pelo acréscimo do suprafixo “~” a palavra AOB) e m(2AOB) (uma
notagdo funcional). Sendo assim, as palavras AOB, AOB ¢ m(£AOB) sdo sindnimas.

Da mesma forma que para segmentos, dois angulos

sdo iguais quando ambos forem iguais em termos de B D
conjuntos. Por sua vez, quando dois dngulos possuirem

apenas medidas iguais, diz-se que sdo congruentes. Na C

Figura 2, os angulos ZAOB e £CPD sao distintos (pois 0 A \\Q'P

ndo possuem os mesmos lados) e congruentes (pois
possuem a mesma medida, representada graficamente Figura 2: Augulos congruentes
com uma mesma marcagao em ambos), e escrevemos, em
linguagem matematica, que ZAOB = £CPD. Em outros termos, as frases ZAOB = £CPD e
AOB = CPD sio equivalentes. Porém, da mesma forma que para os segmentos, a leitura de
ambas as frases ¢ distinta. A primeira deve ser lida como: “Os dngulos ‘AOB’ e ‘CPD’ sdo
congruentes.”; ja a segunda: “As medidas dos angulos ‘AOB’ e ‘CPD’ sdo iguais.”.
Quando se trata da posicao relativa entre duas retas no plano, nota-se que existem trés
possibilidades: ou elas sdo iguais, ou sdo paralelas, ou sdo concorrentes.
Assim como para a igualdade de segmentos e de angulos, duas retas sdo iguais (isto ¢&,

coincidentes) quando elas forem constituidas exatamente pelos mesmos pontos do plano (ou

8 Sobrefixo ¢ um afixo adicionado sobre uma palavra (CUNHA; VELASCO, 2017 ¢ CUNHA; VELASCO,
2019).
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seja, quando forem iguais em termos de conjuntos). Em outras palavras, as retas r € s s@o
iguais quando 7 e s forem dois nomes distintos para 0 mesmo conjunto, € escreve-se r = S.

Por sua vez, duas retas sdo paralelas quando elas nao se intersectarem, isto €, quando
forem disjuntas (Ilembramos que estamos no contexto da Geometria Plana’®). Em linguagem
matematica, a frase r// s indica que as retas r e s sdo paralelas. Sendo assim, r//sern
s = @ sdo frases equivalentes. Porém, suas leituras ndo sdo as mesmas. A primeira deve ser
lida como “As retas r e s sdo paralelas.”; ja a segunda: “As retas r e s sdo disjuntas.”. Por
sua vez, dois segmentos sdo paralelos quando estiverem contidos em retas paralelas.

Por fim, quando duas retas se intersectam em um unico ponto, diz-se que elas sdo
concorrentes nesse ponto, € nao existe uma nomenclatura especifica para designar a
concorréncia. Porém, a frase

r,s | rNns = {4} (1)

significa que as retas r e s sdo concorrentes no ponto A. Analisemos a estrutura da frase (1).
Neste caso, deseja-se definir o que seriam duas retas concorrentes. Tem-se que elas sdo duas
retas gue possuem determinada caracteristica essencial (a saber, se intersectar em um nico
ponto). Sendo assim, a esquerda da palavra “|” (1€-se “tal que’), escrevemos o(s) objeto(s)
que possui(em) uma determinada caracteristica (neste caso, as duas retas). Ja a direita de ““|”,
escreve-se a caracteristica propriamente dita. Ao longo deste texto sao apresentados outros
exemplos com essa estrutura.

Uma leitura soletrada (CUNHA; VELASCO, 2019) de (1) é: “r e s sdo tais que se
intersectam em A.”. Nota-se que, mesmo em uma leitura soletrada da frase (1), deve-se
observar a quantidade de objetos que aparecem a esquerda da palavra ““|”, e 1é-la no singular
ou no plural; neste caso, 1é-se “tais que”.

Um erro gramatical muito comum ocorre ao escrever “r N's = A”. A interse¢ao entre
dois conjuntos ¢ um conjunto de mesma natureza. Portanto, a intersecdo entre duas retas
(dois conjuntos de pontos) ndo pode ser simplesmente um ponto, mas sim um conjunto
constituido por um tunico ponto. De modo semelhante, ndo se deve dizer que “Uma reta
pertence a um plano.”, pois retas e planos sdo conjuntos de mesma natureza (isto ¢, neste
caso, seus elementos sdo pontos), € um conjunto ndo pode pertencer a outro de mesma
natureza. Sendo assim, o correto a dizer € que “Uma reta esta contida em um plano.”

Um caso particular de duas retas concorrentes ocorre quando elas formam quatro
angulos adjacentes retos (isto ¢, de medidas iguais a 90°); neste caso, diz-se que elas sao
perpendiculares. A frase r L s significa que as retas r e s sdo perpendiculares.

Algumas expressoes em Geometriqués
Esta secdo trata da escrita e leitura em Geometriqués, onde sdo apresentados alguns
exemplos de definigdes, axiomas e proposigdes, € suas respectivas interpretacoes.

° Lembramos que duas retas disjuntas no espaco ndo sio necessariamente paralelas. Elas podem ser reversas,

que sdo retas nao coplanares (isto €, retas para as quais ndo existe um plano que as contém).
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Lembramos que um ponto ¢ dito ponto médio de um segmento quando ele o divide em
dois segmentos congruentes. Nota-se que, como esse ponto divide o segmento, ele pertence
ao mesmo. Sendo AB tal segmento, e M seu ponto médio, deve-se ter, portanto, M € AB.
Além disso, como M divide AB em dois segmentos congruentes, temos que AM = MB. Em
suma, a descri¢do, em linguagem matematica, do ponto médio M de AB ¢

M | M e€eAB, AM = MB. (2)

A estrutura da frase (2) € basicamente a mesma que a da (1). Como desejamos definir
o ponto médio, & esquerda de “|” coloca-se um ponto que, neste caso, chamamos de M. A
direita de ““|” tem-se a caracteristica essencial de tal ponto. Nota-se também a utilizagao de
uma “,” (virgula) entre as frases “M € AB” ¢ “AM = MB”. Ela indica um acréscimo de
propriedade, e deve ser lida como “e” ou “com”, dependendo do contexto.

A partir da defini¢do de ponto médio apresentada, ndo se deve descrevé-la, em

linguagem matematica, como
M | M € AB, AM = MB, 3)

pois a mesma foi dada utilizando-se segmentos congruentes, ¢ ndo segmentos de mesma
medida. E evidente que (2) e (3) sdo frases equivalentes. Porém, em termos de uma
interpretacdo, deve-se considerar (2) como a correta escrita da defini¢do. Por sua vez, uma

leitura adequada para (3) é: “M ¢ um ponto que divide AB em dois segmentos de mesma
medida.”.

Sabendo-se as defini¢cdes de ponto médio e de perpendicularismo (esta ultima tratada
na secdo anterior), pode-se estabelecer também o conceito de mediatriz de um segmento,
que ¢ a reta que o intersecta perpendicularmente em seu ponto médio. Nota-se, portanto, que
a mediatriz ¢ uma reta que goza de determinada propriedade (em relacdo a certo segmento).
Portanto, utiliza-se a estrutura “m | ---”, onde m denomina a tal mediatriz. Desta forma, a
frase

m | mL1lAB, mnAB = {M}, AM = MB 4)

expressa, em linguagem matematica, a definicdo da mediatriz do segmento AB.

Nota-se que, embora a defini¢ao do ponto médio de AB inclua a condi¢ao “M € AB”,
ndo a incluimos explicitamente em (4), pois ela ja estd descrita (de modo implicito) em m N
AB = {M}. Caso a escrevéssemos, ndo estaria incorreto, mas seria uma redundancia,
caracterizando assim um pleonasmo.

Uma observagao importante a respeito da mediatriz ¢ que ela € o conjunto dos pontos
do plano que possuem a propriedade de serem equidistantes dos extremos de tal segmento.
Isto caracteriza a mediatriz como um lugar geométrico'®. Ser “equidistante de” significa
“estar a mesma distancia de”. A4 distancia entre dois pontos ¢ a medida do segmento que os
liga, e d(4, B) denota a distincia entre A e B. Sendo assim, tem-se d(4, B) = AB. Nesse

10 Um lugar geométrico é o conjunto de todos os pontos do plano que gozam de determinada propriedade,
sendo constituido exatamente pelos pontos que possuem tal propriedade, nem um ponto a mais, nem um a
menos.
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caso, a mediatriz pode ser descrita por meio de um conjunto especifico, cujos pontos
possuem determinada propriedade. Sendo assim, a expressao

m={P | d(P,A) =d(P,B)} 5)

também descreve a mediatriz de AB.

Alguns autores a definem dessa forma. No entanto, vale observar que toda defini¢do
deve refletir a essencialidade do objeto a ser definido (ROSA; CUNHA; VELASCO, 2018).
Portanto, esta ultima nao seria uma boa definicdo de mediatriz, visto que a ideia desta reta ¢
que ela divide (em certo sentido) o tal segmento ao meio (devido, inclusive, a seu proprio
nome). Porém, ¢ possivel provar que esta pode ser vista como uma propriedade que ¢
equivalente a definicdo, no seguinte sentido: se uma reta ¢ a mediatriz de um segmento
(como definida em (4)), entdo ela é o lugar geométrico dos pontos equidistantes dos extremos
do segmento; por outro lado, o conjunto dos pontos que sdo equidistantes dos extremos de
um segmento ¢ obrigatoriamente uma reta que coincide com a mediatriz deste. Em suma,
matematicamente, ambas podem ser consideradas como defini¢des de mediatriz de um
segmento. Entretanto, gramaticalmente, e até mesmo didaticamente, a primeira deve ser
considerada como a definigdo (e, a segunda, como uma propriedade).

Vejamos agora um outro exemplo de expressao em Geometriqués. Diz-se que trés
pontos sdo colineares quando existir uma reta que os contém (a mesma defini¢ao pode ser
estabelecida com uma quantidade qualquer de pontos). Para escrever, em linguagem
matematica, a existéncia de algo, utiliza-se o quantificador existencial “3” (1&-se “existe”).
Por outro lado, a defini¢do dada diz respeito a trés pontos que possuem determinada
propriedade (a de existir uma reta que os contém). Portanto, pode-se escrevé-la, na
linguagem matematica, do seguinte modo:

AB,C | 3r, {ABC}cCr. (6)

(134

No caso da frase (6), a “,” entre as frases “31r” ¢ “A,B,C € r” deve ser lida como
“com” (isto €, existe uma reta com A, B e C pertencentes a ela). A partir desta definicao,
pode-se estabelecer o significado de trés pontos ndo colineares, que sdo aqueles para os
quais ndo existe uma reta que os contém. Em linguagem matematica, a frase

AB,C | 37, {AB,C}Cr (7)

significa que os pontos A, B ¢ C sdo nao colineares. Nota-se que foi utilizado novamente o
sobrefixo de negagdo “/” (adicionado a palavra “3”) para descrever a inexisténcia de uma
reta contendo certos pontos.

E possivel escrever, de modo equivalente, a frase (7) sem utilizar a negagio do
quantificador existencial “3”!!. Para isto, basta notar que, “ndo existir uma reta que contenha
pontos” equivale a dizer que “nenhuma reta contém esses pontos”, isto ¢, “que todas as retas
ndo contém tais pontos”; em linguagem matematica,

! Para mais detalhes a respeito da negagdo dos quantificadores logicos, o leitor pode consultar Cunha e Velasco
(2019).
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AB,C | Vr {ABC}&r. (8)
Sendo assim, (7) e (8) sdo expressdes equivalentes.

Vejamos agora um exemplo de leitura de uma expressao em linguagem matematica.
Consideremos a seguinte frase:

VAB, A#B, 3l r|ABErT. 9

Nota-se a utilizacdo do quantificador universal “V” (1&-se “para todo”, ou “qualquer
que seja”), indicando que algo vale para quaisquer que sejam dois pontos distintos (pois
A # B). Além disso, o sufixo'? “!”, adicionado a palavra “3”, indica unicidade. Portanto, a
frase “3! r | ---” significa que existe uma Unica reta possuindo determinada propriedade, a
saber, aquela descrita a direita da palavra “|”. Sendo assim, uma leitura soletrada da frase
(9) é: “Para todos A e B, com A diferente de B, existe uma unica r tal que A e B pertencem
ar.”. Vale observar que, mesmo em uma leitura soletrada, ¢ necessario concordar a palavra
“¥” com 0 que vem a seguir, e 1é-la como “para todos”. Da mesma forma, embora a palavra
“e” signifique “pertence a”, neste caso, deve-se 1é-la como “pertencem a”.

Por sua vez, uma leitura interpretada de (9) é: “Existe uma unica reta que contém dois
pontos quaisquer distintos.”. Convém observar que esta propriedade ¢ um axioma (ou
postulado) da Geometria Plana, isto €, uma sentenca assumida sem demonstragao.

Uma outra forma de expressar essa frase ¢ através do verbo determinar. Esta palavra
indica existéncia e unicidade de algo. Sendo assim, a frase “Dois pontos distintos
determinam uma reta.” € uma outra interpretagdo de (9), e significa justamente que existe, e
¢ Unica, a reta que contém dois pontos distintos dados. Um outro exemplo de utilizagdo deste
termo ¢&: “Trés pontos ndo colineares determinam uma circunferéncia.” Isto significa que
“Existe uma unica circunferéncia contendo trés pontos ndo colineares dados.” Este fato ¢
uma proposi¢ao matematica, podendo assim ser provado.

Sobre poligonos

Conhecendo-se o conceito de pontos ndo colineares, pode-se estabelecer a definig¢do
de alguns dos objetos mais tratados em Geometria Plana: os poligonos. Nota-se, entretanto,
que tal definicdo ndo ¢ a mesma em todos os livros que abordam o assunto. Porém, a que
apresentamos a seguir atende bem as necessidades do Ensino Basico!®. Algo interessante a
se observar ¢ a estrutura de recorréncia dos conceitos geométricos. Para se definir poligonos,
¢ necessario conhecer o conceito de pontos nao colineares. Por sua vez, para definir estes,
precisa-se conhecer a definicdo de pontos colineares. Por fim, para se definir estes tltimos
utiliza-se pontos e retas, que sdo conceitos primitivos (isto €, assumidos sem defini¢ao).

Um poligono ¢ a unido dos segmentos que ligam pontos consecutivos de uma lista de
pontos do plano ndo consecutivamente colineares trés a trés. Mais especificamente, dados n

12 Sufixo é um afixo adicionado apds uma palavra.

13 Embora usualmente sejam considerados, no Ensino Basico, os poligonos convexos, apresenta-se neste artigo
uma defini¢do um pouco mais geral, € o leitor pode consultar Cunha e Velasco (2019) para uma descrigdo, em
linguagem matematica, dos poligonos desse tipo.
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pontos no plano (n = 3) Ay, A,, ...,A,, ndo consecutivamente colineares trés a trés
(considerando-se consecutivos A,_1, A, € A1, bem como A4,, A; ¢ A,), um poligono de
vértices nesses pontos ¢ a unido dos segmentos A4, , A,As, ..., A,_14, ¢ A,A1, € 0
nomeamos pela justaposi¢do (ordenada) dos nomes de seus vértices, isto &, por A4, -+ A,,.
Em linguagem matematica, tem-se

A11A21 ...,An | (a T, Ai—lfAl' 1Ai+1 € i, Vi= 1,2, ...,n), (10)
A1A2 "‘An == AlAZ U A2A3 U b U An—lAn U ATLAl 5 (11)

onde estabelecemos que A, € A, 41 correspondem a A,, e A, respectivamente.
Observe que a frase (10) significa que a lista A4, 45, ..., 4, A
¢ formada por pontos ndo consecutivamente colineares trés a trés.
Por sua vez, a frase (11) indica que o poligono ¢ a unido dos
segmentos que ligam consecutivamente tais pontos. Cada um dos
segmentos que constituem um poligono ¢ dito um lado do
mesmo. Nota-se, portanto, que todo poligono possui os mesmos Aj
numeros de lados e de vértices. A Figura 3 exemplifica um Ao
poligono de cinco lados 4,4, -+ As. Figura 3: Poligono A1 4, -+ As
A classificacdo dos poligonos ¢ feita mediante seu nimero de vértices (ou,
equivalentemente, seu numero de lados, ou de angulos internos). Triangulo, quadrilatero,
pentagono, hexdgono, etc. sao os nomes dados a poligonos que possuem, respectivamente,
trés, quatro, cinco, seis, etc., lados. De modo genérico, um poligono de n lados, n > 3, ¢

€609

denominado um n-dgono. Esta palavra deve ser lida com uma breve pausa entre “n” e
“agono”, pois caso seja lida de modo ininterrupto, ouve-se a palavra “eneagono”, que
corresponde a um poligono de nove lados.

Quando se trata especificamente dos poligonos de trés e quatro lados (tridngulos e
quadrilateros, respectivamente), dificilmente nomeiam-se os vértices de modo indexado,
como na defini¢do de poligono. Usualmente, utiliza-se as primeiras letras do alfabeto latino,
e denominamos tais vértices por A, B, C e D. Assim, tais poligonos sdo normalmente
nomeados por ABC ¢ ABCD, respectivamente. Sendo assim, considera-se que nomear um
tridngulo por A ABC ¢ um pleonasmo, visto que a palavra ABC por si s6 ja designa um
triangulo.

Os angulos internos de um poligono A A, A, sdo D
2A;_1A;A; 4, paracadai = 1,2, ...,n, onde cada A; corresponde a
um vértice do poligono. Caso nao exista ambiguidade (como no
poligono da Figura 3), esses angulos podem ser nomeados por £A4; C
(neste caso, também pode-se nomear sua medida por 4;). Por A
exemplo, na Figura 4, pode-se denominar o angulo interno de
ABCD, e de vértice em A, tanto por £BAD quanto por £A. Por outro
lado, o angulo interno £ABC ndo deve ser nomeado por £B, pois B
de mesmo vértice B existem outros adngulos, a saber, ZABD e Figura4: Quadrilitero ABCD
£CBD. Da mesma forma, nio se deve nomear a medida de tal angulo por B.
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Vale observar que, com a nomenclatura dos vértices de um triangulo como 4, B e C
(e ndo como A, A, e A3), a defini¢do do tridngulo ABC pode ser descrita, em linguagem
matematica, por

AB,C| (A1, AB,C €1), ABC = AB UBC U CA. (12)

Nota-se, portanto, a importancia de se dar um nome a um tridangulo. Toda vez que
lermos a palavra ABC, embutida nela, encontramos toda a expressao descrita em (12). Neste
sentido, entendemos que o significado da palavra ABC ¢ aquele apresentado em (12). Isso
facilita grandemente a escrita, em linguagem matematica, de varias expressoes. De modo
geral, dar nome a objetos simplifica substancialmente determinadas frases. Isto ocorre
mesmo em uma lingua natural. Por exemplo, caso ndo existisse a palavra “mesa” (ou
qualquer um de seus sindnimos), para nos referirmos a ela, precisariamos explicar suas
caracteristicas dizendo, que ela ¢ um “Modvel formado por uma superficie horizontal e um
ou mais pés que o sustém, e que ¢ usado para fazer refeigdes, escrever, jogar, executar ou
preparar um grande niumero de trabalhos mecanicos e artisticos.” (MICHAELIS).

Lembramos que um triangulo (ou um poligono qualquer) ¢ dito equilatero quando
todos os seus lados forem congruentes. Para descrever esta definicdo em linguagem
matematica, devemos notar que ela deve possuir a estrutura “ABC | ---”, pois ela € relativa
a um triangulo que possui determinada propriedade. Sendo assim, a frase

ABC | AB =BC = CA

designa, em linguagem matematica, um triangulo equilatero ABC. Observa-se que,
analogamente ao que foi dito anteriormente, ndo descrevemos a caracteristica dos tridngulos
equilateros como “AB = BC = CA”, pois esta nio representa exatamente a defini¢do. Além
disso, a frase

ABC | AB=BC =CA

significa que “ABC é um triangulo cujos lados possuem medidas iguais.”. Evidentemente,
que esta frase também descreve um triangulo equilatero. Porém, ndo representa sua defini¢ao
como dada anteriormente.

A frase a seguir, escrita em linguagem matematica, estabelece uma propriedade
geométrica:

ABC | AB=BC=CA » £2A=4B=+«C (13)

Nota-se que a frase (13) indica uma propriedade relativa a triangulos equilateros, e seu
significado é: “Os dngulos internos de um triangulo equildtero sdo congruentes.”'*.

Caso optemos por nomear um quadrilatero por ABCD, a condi¢do de nao colinearidade
dos pontos consecutivos, utilizada para defini-lo, ndo se estabelece de modo compacto, como
em (10). A frase a seguir expressa, em linguagem matematica, que ABCD ¢ um quadrilatero.

14 Sabe-se, na verdade, um pouco mais do que o descrito em (13). Como a soma das medidas dos 4ngulos
internos de um triangulo ¢ 180°, tem-se que todos os angulos internos de um triangulo equilatero medem 60°.
Em linguagem matematica, descrevemos essa propriedade por:

ABC | AB=BC=CA = A=B=C=60°
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ABCD | (Arstu ABCEr, BC,DEs, C,D,A€Et, D,AB€Eu), (14)
ABCD = ABUBC U CD U DA. (15)

A frase (14) indica a tal condi¢do de ndo colinearidade dos pontos nao consecutivos.
Nota-se novamente a importancia de se dar nome a um quadrilatero, e que a palavra ABCD
representa todo o conteudo descrito em (14) e (15).

Dentre os quadrilateros, os mais estudados, devido a suas propriedades notaveis, sdo
os paralelogramos (e seus casos particulares: losangos, retingulos e quadrados).

Um quadrilatero ¢ dito um paralelogramo quando seus lados opostos forem
paralelos!®. Lembramos que os lados opostos de um quadrildtero sio aqueles que ndo
possuem extremos em comum. Em um quadrildtero ABCD, os pares de lados opostos sdo
AB e CD, e BC e DA. Assim, para descrever um paralelogramo, em linguagem matematica,
precisa-se citar suas caracteristicas essenciais. Sendo assim, a frase

ABCD | ABJ/CD, BC//DA (16)

significa que o quadrilatero ABCD ¢ um paralelogramo, cujos pares de lados opostos sdao AB
eCD,e BCeDA.

Como ndo existe um nome especifico para um paralelogramo, em linguagem
matematica, sua descricdo deve aparecer na expressdo de toda e qualquer propriedade
referente a ele. Por exemplo, uma conhecida propriedade de paralelogramos ¢ a seguinte:
“Os lados opostos de um paralelogramo sdo congruentes.”. Sua descri¢do, em linguagem
matematica, €

ABCD | (AB//CD, BC//DA) = AB = (D, BC = DA.

A partir da definicdo de paralelogramo, pode-se estabelecer a no¢do de seus casos
particulares, cuja descri¢do em linguagem matematica ¢ indicada a seguir:

e Josango ¢ um paralelogramo equilatero (ABCD | AB//CD, BC//DA, AB = BC =
CD = DA);

o retangulo ¢ um paralelogramo equiangulo, isto €, cujos angulos internos sdo todos
congruentes (ABCD | AB//CD, BC//DA, £A = 4B = +£C = +«D)'S;

e quadrado ¢ um paralelogramo regular, isto ¢, um poligono equidngulo e equilatero
(ABCD | AB//CD, BC//DA, AB =BC =CD = DA, £A= 4B = £C = £D).

Embora estas sejam as definicdes desses casos particulares de paralelogramos, em
Cunha e Velasco (2019) observa-se que existem descri¢des mais simples do que estas
apresentadas, ndo sendo entretanto consideradas como defini¢cdes. Por exemplo, a frase

ABCD | AB = BC =CD = DA (17)

15 Na verdade, na definigdo de paralelogramo exige-se que o quadrilatero ABCD seja convexo (conceito este
nao tratado neste artigo). Porém, € possivel provar que a condi¢do de convexidade pode ser suprimida, pois o
fato de os lados opostos serem paralelos ja garante que o quadrilatero é convexo.

16 Na verdade, como retdngulo é um quadrilatero equidngulo, € a soma das medidas dos angulos internos de
um quadrilatero convexo € sempre 360°, tem-se que todos os seus angulos internos sao retos.
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também descreve, em linguagem matematica, que ABCD ¢ um losango, pois todo
quadrilatero equiladtero (que ¢ o significado da frase (17)) € necessariamente um
paralelogramo (isso pode ser provado) e, consequentemente (por também ser equilatero), ¢
um losango. Porém, enfatizamos que (17) ndo representa uma definicdo de losango, visto
que a esséncia de um losango ¢ ele ser um paralelogramo e equilatero, mas sim uma
descri¢cdo mais simples desse quadrilatero, decorrente de uma propriedade.

Comparacio entre Geometriqués e Algebrés

Como dito anteriormente, o estudo da Gramatica da Linguagem Matematica, e seus
dialetos, permite descrever um determinado conceito matematico (ou uma determinada
propriedade) exclusivamente em linguagem matematica, isto €, sem o auxilio da lingua
portuguesa (ou de qualquer outra lingua natural). Para ilustrar as particularidades dos
dialetos, fagcamos um paralelo entre o0 Geometriqués e o Algebrés.

As regras gramaticais que caracterizam um determinado objeto sdo, digamos, mais
simples em Algebrés do que em Geometriqués. Por exemplo, constantes desconhecidas e
variaveis (reais ou inteiras) sdo normalmente caracterizadas por um subconjunto de letras
do alfabeto latino (em minusculas), a saber (CUNHA; VELASCO, 2019): constantes
desconhecidas inteiras sao nomeadas pelas letras latinas k, m e n; enquanto que constantes
desconhecidas reais, pelas primeiras letras do alfabeto latino a,b,c, ... Por outro lado,
varidveis inteiras sio nomeadas pelas letras latinas'’ i, j e k; enquanto que varidveis reais,
pelas ultimas letras do alfabeto latino x,y e z.

Além disso, caso necessitemos utilizar outras letras (do alfabeto latino ou mesmo
grego) para representar valores, inteiros ou reais, em funcdo da situacdo a ser descrita, basta
indicarmos a que conjunto este valor pertence. Por exemplo, p € N e t € R, para indicar,
respectivamente, que p € um valor inteiro positivo e t, um valor real.

Ha ainda outros exemplos, como o de um nimero par, representado por 2k. Na
verdade, a palavra 2k indica o dobro de k, cujo valor ¢ obtido pela operagao 2 X k; dai a
formacao da palavra por justaposicao de 2 (indicando dobro ou fator multiplicador 2) e k .
Assim, para definir um niimero par, ¢ necessario dizer “um objeto gue possui determinada
caracteristica (ou propriedade)”; desta forma a defini¢do de um numero par ¢ dada por

m| m=2xk.

Por outro lado, alguns objetos geométricos (ou propriedades) necessitam ser descritos
com detalhes, visto que em muitos casos, estes ndo possuem um nome especifico em
linguagem matematica, necessitando assim serem descritos por suas caracteristicas
essenciais ou propriedades. Por exemplo, lembramos que um paralelogramo (que nao possui
um nome especifico em linguagem matematica) ¢ um quadrildtero cujos lados opostos sdo
paralelos. Assim, para descrever um paralelogramo, em linguagem matematica, ¢ necessario
caracteriza-lo como quadrilatero gue possui os lados opostos paralelos; em outros termos,
como visto em (16),

17 Observe que k ¢ entdo uma palavra polissémica.
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ABCD | ABJ/CD, BC//DA

indica que o quadrilatero ABCD possui lados opostos paralelos, representando portanto um
paralelogramo.

Desta forma, para descrever, em Geometriqués, a propriedade de que “As diagonais
de um paralelogramo se intersectam em seus respectivos pontos médios.” (propriedade mais
conhecida como “As diagonais de um paralelogramo se cortam ao meio.”), uma propriedade
relativamente simples, ¢ necessario descrever um paralelogramo e dizer que suas diagonais
se intersectam em um ponto, que nao ¢ um ponto qualquer, mas o ponto médio de cada uma
das diagonais. Antes, porém, lembremos que “as diagonais de um quadrilatero convexo sao
os segmentos que ligam um vértice a seu oposto (isto €, ao vértice ndo adjacente)” (CUNHA;
VELASCO, 2019). Assim, a frase

ABCD | (ABJ/CD, BC//DA) = AC nBD = {M}, AM = MC, BM = MD

descreve esta propriedade em linguagem matematica.

Observemos agora uma propriedade de Algebra: “O quadrado de um niimero inteiro
que termina por 6 também termina por 6.”. Ora, um nimero inteiro que termina por 6 possui
algumas dezenas e 6 unidades; em Algebrés, 10k + 6 (uma locugdo, onde k representa a
quantidade de dezenas); o quadrado de um numero ¢ descrito pelo acréscimo do sufixo
superior “2” a palavra que o representa (ou seja, 52, m?, x? significam, respectivamente, o
quadrado da constante 5, o da constante inteira desconhecida m e o da variavel real x).
Assim, “o quadrado de um ntimero inteiro que termina por 6 (isto ¢, o quadrado de 10k +
6) é escrito na forma'® (10k + 6)2. E, para dizer que este valor também termina por 6, se
escreve

(10k + 6)?> = 10m + 6.

E interessante notar que dentre as duas propriedades exemplificadas, a de Geometria
¢ descrita, em portugués, com menos palavras do que a de Algebra. No entanto, dada a
necessidade, como dissemos, de descrever em detalhes um objeto em Geometrigqués, sua
expressao ¢ bem maior do que a propriedade exemplificada em Algebrés. Isto faz com que
seja necessario estar bem atento a cada caracteristica descrita em Geometriqués.

Consideracoes Finais

O estudo da linguagem matematica como o de uma lingua estrangeira visa facilitar a
compreensdo de expressdes e textos matematicos. O aprendizado de sua gramatica e a
aquisi¢ao de seu vocabuldrio (ainda que aos poucos) permitem uma melhor compreensdo de
textos escritos nesta linguagem, como ocorre com qualquer lingua estrangeira. E o caso, por
exemplo, de um alemao que tenha aprendido o portugués (isto €, o portugués, neste caso, €

18 Observe a pontuagdo (THOME; CUNHA, 2018 e CUNHA; VELASCO, 2019) indicando o quadrado de um
nimero descrito na forma (10k + 6)2. Sem a pontuagio (ou seja, 10k + 62) seria indicada a soma de k dezenas
com o quadrado de 6.
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a lingua estrangeira). Apos ter compreendido a formacao de palavras, ele pode compreender
que “analogamente” significa “de maneira andloga”, do mesmo modo que “infelizmente”
significa “de maneira infeliz” (ou seja, “de maneira ndo feliz”). Inicialmente, este alemao
pode necessitar fazer uma analise gramatical destas palavras para compreendé-las; mas, com
o passar do tempo e com a utilizagdo de tais termos, ele ndo necessitard mais de tal analise.
E isto se reproduzira com todas as palavras e conceitos aprendidos na lingua portuguesa.

O mesmo ocorre com o aprendizado da linguagem matematica. Neste texto, por
exemplo, foi apresentado parte do vocabulario do Geometriqués, como nomes de retas e
semirretas, poligonos, angulos (com seus diversos sindnimos), vértices, entre outros nomes
de objetos, bem como parte do vocabulario associado a relacdo entre objetos (por exemplo,
congruéncia e igualdade). Com este vocabulario adquirido, sabe-se, por exemplo, que
qualquer coisa que se diga a respeito de

ABCD | ABJ/CD, BC//DA

trata-se de algo sobre um paralelogramo. Em outros termos, uma vez adquirido este
vocabulario, ndo ha mais necessidade de analisar gramaticalmente esta expressdo para
compreendé-la como a representagdo de um paralelogramo em Geometriqués. Alias, nesta
expressdo, ja se compreende a aquisicdo de duas outras palavras do vocabuléario do
Geometriqués, a saber: “ABCD” (quadrilatero) e “//” (paralelismo entre objetos).

Além disso, ainda considerando o vocabulario descrito neste artigo, pode-se descrever
exclusivamente em linguagem matematica o Teorema de Pitdgoras enunciado na
Introducdo'®:

ABC | (A=90°) = (BC)? = (4B)?+ (AC)>.

Desta forma, quando se compreende bem a linguagem matematica, ndo ¢ mais
necessario simplesmente “decorar” formulas e sim, compreender seu significado e exprimi-
las nesta linguagem.
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