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RESUMO

Este artigo apresenta uma sequéncia didatica de atividades que podem ser exploradas no Ensino Fundamental com
a tematica Trigonometria e no Ensino Médio com o contetido de Fungdes Trigonométricas, utilizando as Tecno-
logias Digitais em sala de aula. O uso de tecnologias em sala de aula propiciam situagdes que auxiliam, como as
visualizagdes e interagdes, o processo de aprendizagem dos estudantes, desde que o professor planeje atividades
associadas ao objetivo proposto. As atividades desenvolvidas neste trabalho foram realizadas com o software de
Geometria Dindmica GeoGebra, possibilitando desenvolvimento de atividades interativas permitindo situagdes
para visualizagao e reflexdo dos conceitos abordados.
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Digitais.

ABSTRACT

This article presents a didactic sequence of activities that can be explored in Elementary School with the subject of
Trigonometry and High School with the content of Trigonometric Functions, with the use of Digital Technologies
in the classroom. The use of technologies in the classroom promotes the empowerment of the students’ learning
process as long as the teacher plans activities associated with the appropriate knowledge and uses them to the
fullest extent and thus aligns their use to qualify the processes in education. The activities developed in the work
were carried out with the software of Dynamic Geometry GeoGebra that enabled the development of interactive
activities that allow the reflection and visualization of the concepts approached.

Keywords: Trigonometry; Trigonometric Functions; Elementary School; High school; Digital Technologies.

Introduciao

o mundo contemporaneo as tecnologias digitais estdo cada vez mais acessiveis, sendo

assim, deve fazer parte do planejamento didatico do professor, buscando recursos tec-

nologicos como sofiwares pedagogicos, para serem utilizados no ambiente de ensino
e aprendizagem com a participagdo ativa dos estudantes. Discutir o uso pedagdgico das tecno-
logias nas escolas tem sido foco de estudos, conforme aborda o Ministério da Educagao -MEC
(BRASIL, 2013) que considera importante a utilizagdo dos recursos digitais em sala de aula,
objetivando melhorias na educagdo, mas adverte que o uso de forma isolada e desalinhada nao
garante a qualidade na educacao.

A insercao de recursos digitais no processo de formacao de professores de Matematica,
tem que ser marcada por uma concepcao de Educa¢do Matematica que privilegie a aprendiza-
gem e a equidade social. Assim, quando se mencionam estratégias pedagogicas com o uso de
Tecnologias Digitais entende-se que os mais diversos artefatos (computadores, smartphones,
tablets) devem estar presentes no processo de ensino e aprendizagem. E papel do professor es-
colher as estratégias para serem utilizadas em determinado conteudo e as atividades que serdo
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designadas aos grupos de alunos. Segundo Oliveira (2007) o que se pretende ¢ dar conta do
processo, ou seja, trabalhar com uma visao formativa da constru¢ao do conhecimento.

Para Rycoy e Coutinho (2016) a falta de atualizagdo dos professores ja inseridos no pro-
cesso educativo, pode causar-lhes constrangimentos na utilizagdo de recursos digitais em sala
de aula, uma vez que grande parte dos estudantes tem facilidade em manusear as ferramentas
que estdo disponiveis nos softwares. Portanto, considera-se necessario o desenvolvimento de
novos espagos como a formag¢ao continuada de professores, para que os docentes possam refle-
tir, discutir e qualificarem-se nas formas de trabalhar com tais recursos e, desta forma, se sintam
confiantes para utilizagdo das tecnologias em sala de aula (Baldini; Cyrino, 2012; Novoa 2007;
Homa e Groenwald, 2016).

De acordo com o National Council of Teachers of Mathematics - NCTM (2015), para
uma aprendizagem significativa da Matematica, as ferramentas de ensino e a utilizagdo das
tecnologias devem ser consideradas indispensaveis para a sala de aula. As tecnologias digitais
também podem funcionar como uma forma complementar aos estudos, na medida em que per-
mitem observar constru¢des que ndo seriam tao precisas se fossem desenvolvidas no quadro de
giz (SALAZAR, 2015). Segundo Kripka, et al (2017), quando se estuda matematica aliado ao
uso de tecnologias digitais com estudantes:

[...] além de motivar e despertar o interesse deles, também permite explorar diversas
formas de registro de representag@o, possibilitando, assim, a investigagdo de ideias e

de objetos de matematica por meio da exploracéo e da experimentagao, atividades que
favorecem a interpretagdo dos problemas e a compreensao dos conceitos (KRIPKA; ET
AL, 2017).

Buscando qualificagdo no processo de ensino e aprendizagem de Matematica, com
enfoque especifico para o estudo da tematica Trigonometria e das Fung¢des Trigonométricas,
professores/pesquisadores da area de Matematica tém realizado investigagdes com este tema
utilizando recursos tecnoldgicos como possiveis solugdes didaticas as dificuldades de aprendi-
zagem, o que pode ser verificado nos estudos de Santos e Homa (2018), Sousa (2017), Dantas
(2015), Salazar (2015), Rezende (2015), Lopes (2013) e Pedroso (2012). Os autores citados
consideram que a utiliza¢do de um software educativo pode qualificar o processo de ensino de
Funcgdes Trigonométricas e salientam a importancia do uso de um software de Geometria Dina-
mica como ferramenta auxiliar, para que os estudantes possam experimentar as transformagdes
das fung¢des, analisando e conjecturando sobre as caracteristicas e alteragdes que podem sofrer
tais fungdes quando seus coeficientes sdo modificados.

Atualmente, existem varios softwares de Geometria Dindmica, contudo, o0 GeoGebra se
destaca, pois permite trabalhar simultaneamente Geometria, Calculo e Algebra. Foi desenvol-
vido por Markus Hohenwarter, da Universidade de Salzburgo (HOHENWARTER, 2007), como
um software educacional de uso livre.

Esse artigo apresenta uma sequéncia didatica de atividades desenvolvidas com a tematica Tri-
gonometria, utilizando o software GeoGebra, como recurso didatico com o objetivo proporcio-
nar situagdes que permitam a reflexdo, formar conjecturas sobre as relacdes entre angulos e seg-
mentos, visualizar as transformagdes das fun¢des de acordo com os coeficientes das mesmas.
Além disso o uso de atividades com este recurso possibilita um material de melhor qualidade,
possibilitando um planejamento de acordo com o exigido na escola contemporanea.
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A tematica Trigonometria com a utilizacio das Tecnologias Digitais

A Trigonometria surge como extensdo da Geometria, inicialmente os alunos comecam,
na escola, a trabalhar os aspectos relativos a posi¢ao de dois ou mais objetos, assim como cons-
truir pontos de referéncia e itinerario para representagdo de distancias. O professor deve mobili-
zar seus alunos a fazerem construgdes e relagdes a partir da realidade que os rodeia, comegando
a descrever e a identificar uma variedade de formas geométricas, assim vao descobrindo suas
propriedades (BREDA et al, 2011).

O estudo da Trigonometria, normalmente, ¢ iniciado no Ensino Fundamental, onde sdo
desenvolvidas as razdes trigonométricas (seno, cosseno e tangente) no triangulo retangulo.
Mas, esses conceitos sdo estudados efetivamente no Ensino Médio, a partir do circulo trigono-
métrico em que se estudam os arcos e os angulos (em uma ou mais voltas) na circunferéncia e o
estudo das Fungdes Trigonométricas. Na Trigonometria, no Ensino Médio, também ¢ estudado
a introducdo ao uso do radiano, como uma unidade de medida de angulo. Estes conteudos sao
retomados em outros momentos no Ensino Médio em outras disciplinas, o que leva a Trigo-
nometria a ser uma tematica interdisciplinar, uma aplicacdo basica deste tema estd na Fisica
ondulatoria (SALAZAR, 2015).

Ao trabalhar com o tema Trigonometria cabe ao professor contextualizar o contetdo,
apresentando ao aluno sua origem e suas aplicacdes em questdes do cotidiano, como exemplos:
utilizacdo para medi¢ao (distancias e alturas), utiliza¢cdo nas ondas sonoras, oceanografia (fend-
menos periddicos como: frequéncia, comprimento de onda e amplitude).

Os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio — PCN (BRASIL, 2000), en-
contra-se a orientacdo de uma contextualizagdo dos conteudos, tragando estratégias para apre-
senta-los, exemplifica-los, conecta-los e torna-los significativos, trabalhando de forma interdis-
ciplinar, tornando assim um instrumento util, desde que apresentada com uma abordagem ampla
e ndo empregada de modo artificial e forcada, ndo devendo se restringir apenas as questdes do
cotidiano do aluno, mas estimulando a criatividade e a curiosidade para que o aprendizado seja
permanente e util em sua vida pessoal e profissional.

A Base Nacional Comum Curricular - BNCC (BRASIL, 2018) orienta para a contex-

tualizagdo dos conteudos dos componentes curriculares, identificando estratégias para apre-
senta-los, representa-los, exemplifica-los, conecta-los e torna-los significativos, com base na
realidade do lugar e do tempo nos quais as aprendizagens estdo situadas. A competéncia da
BNCC que aborda o compreender e o utilizar, com flexibilidade e fluidez, diferentes registros
de representacao matematica (algébrico, geométrico, estatistico, computacional etc.) destaca a
habilidade de identificar as caracteristicas fundamentais das fung¢des trigonométricas, periodici-
dade, dominio e imagem, por meio da comparacao das representagdes no ciclo trigonométrico
e no plano cartesiano, com o suporte das tecnologias.
Quando a informadtica integra o ambiente escolar, em um processo dindmico de relacdo entre
alunos, professores e tecnologias, desperta nos professores a sensibilidade para as diferentes
possibilidades de representagdo da Matematica, o que deve ser destacado no momento das
construcdes e analises (LOPES, 2013). Segundo Corradi (2013), ¢ importante envolver os estu-
dantes nas aulas, dando-lhes a oportunidade de aplicar conceitos matematicos de forma inves-
tigativa, estimulando-os na formacdo de conjecturas e, através da experimentacdo acontecer o
processo de ensino e aprendizagem dos conteudos que estdo sendo abordados.

Segundo o NCTM (2015), as tecnologias deveriam ser implementadas nas salas de au-
las como se fossem parte da Matematica cotidiana que se estuda na escola, possibilitando aos
alunos conhecerem e experimentarem os recursos com o propoésito de explorar os contetidos.

O software GeoGebra esta apresentado neste artigo para possibilitar o uso das tecnolo-
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gias digitais nas aulas do Ensino Basico, com o objetivo de atender as propostas da BNCC em
relagdo a tematica de Trigonometria.

Pretende-se minimizar alguns pontos importantes de dificuldades que os professores
enfrentam com os estudantes, que sdo: como implementar as tecnologias em sala de aula; como
fazer com que os alunos compreendam e visualizem o conteudo de uma forma mais clara e
objetiva; buscar responder as perguntas: Para que serve este conteudo? Onde vou usar esse
contetdo? Nao tem uma forma mais facil de fazer?

Por que utilizar o GeoGebra?

Quando um professor de Matematica se dispde a utilizar recursos tecnolégicos em suas
aulas faz parte do seu planejamento a escolha de um software para ser utilizado conforme suas
necessidades para o conteudo que serd abordado. Deve ser analisado o espaco em que serdo re-
alizadas as atividades, assim como verificar o ambiente informéatico disponivel na escola. Posto
isso, Homa e Groenwald (2016) ressaltam que:

Atualmente, para a escolha de um aplicativo, considera-se importante a verificagao
da caracteristica de multiplaforma, ou seja, que esteja disponivel para as diversas
plataformas de dispositivos informaticos, como o Android, iOS e Windows Mobile
para dispositivos moveis, ¢ Windows, Linux e OS X para os computadores pessoais,
possibilitando o uso do mesmo em diversos ambientes tecnologicos (HOMA, GRO-
ENWALD, 2016).

Neste sentido, o0 GeoGebra se destaca por suprir todas as caracteristicas destacadas an-
teriormente, além de possuir acesso online e gratuito, interface intuitiva e possibilidade de uso
de diferentes representagdes (numérico, algébrico e geométrico). Destaca-se, também, que este
software estd em constante atualizagdo, fato que caracteriza a sua continuidade de modo que as
atividades desenvolvidas poderao ser utilizadas por muito tempo.

Groenwald, Dantas e Duda (2017) destacam que o GeoGebra ¢ um software adequado
para a construgdo de objetos de aprendizagem manipuldveis sem que seja necessario conheci-
mento de programag¢do avancada. Bairral e Barreira (2017) afirmam que o uso desse software
possibilita a seus usudrios (professores e alunos) verificarem suas ideias e conjecturas, de modo
visual e dindmico, assim explorando novas descobertas de modo autdnomo. Assim, o Geo-
Gebra foi o sofiware escolhido para o desenvolvimento da sequéncia de atividades que serdo
apresentadas a seguir.

Atividades de constru¢io e manipulacio com Trigonometria

Segundo Zabala (1998) as sequéncias didaticas sdo um conjunto de atividades ordena-
das, estruturadas e articuladas para a realizacdo de certos objetivos educacionais, que t€ém um
principio e um fim conhecidos tanto pelos professores como pelos alunos.

Neste contexto desenvolveu-se atividades interativas no GeoGebra para a observacao
da representagdo grafica do objeto matematicos, criando situagdes que permitam a reflexdo e
inferéncia e conexdo entre as representacdes do objeto matematico, suas caracteristicas como
funcao.

Foram desenvolvidas 5 atividades para a sequéncia didatica com o tema Trigonometria.
Na primeira atividade sdo apresentadas as Razdes trigonométricas no circulo trigonométrico.
Esta atividade pode ser aplicada no Ensino Fundamental para demonstrar as razdes trigono-
métricas seno, cosseno e tangente (Figura 1). O professor pode apresentar o objeto que sera
estudado e partir dos triangulos retangulos inscritos no circulo trigonométrico, com o objetivo
que os estudantes visualizem as razdes trigonométricas:



Eﬂ REFHEI’[E[: Ano 13 - n. 28 - mai./ago. 2018 - ISSN 1980-3141

cateto oposto

sen =
B) hipotenusa
8) cateto adjacente
cos =
hipotenusa
cateto oposto
tan(B) = p

cateto adjacente

Figura 1: Valores do seno, cosseno e tangente do angulo
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Fonte: Os autores.

A segunda atividade objetiva trabalhar as representagcdes do angulo em graus e radianos
para a compreensao das regras de conversdo, propondo interagdes para visualizagdo da relagao
entre o angulo e a medida de arco e perimetro do circulo trigonométrico de raio unitario (Figura
2), proporcional a medida do angulo central, deste modo, quanto maior o angulo, maior o com-
primento do arco e, quanto menor o angulo, menor o comprimento do arco (SOUSA, 2017), as-
sim como as razdes para o uso dos radianos como unidade de medida da varidvel independente
nas fun¢des trigonométricas.

Nas fungdes trigonométricas notaveis o angulo ¢ considerado a variavel independente
e, de acordo com a fung¢do, o comprimento dos segmentos, ou das suas proje¢des, sdo conside-
rados como as variaveis dependentes.
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Figura 2: Representacdo do angulo em graus e em radianos, ¢ a medida do arco de 180°
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Fonte: Os autores.

Na terceira atividade sdo apresentadas as fungdes trigonométricas notaveis a partir do
circulo trigonométrico interativo. Nesta atividade recomenda-se uma breve revisao sobre os
conceitos desenvolvidos no Ensino Fundamental e, a partir dessa revisdo, apresentar os grafi-
cos das Fungdes Trigonométricas. A atividade proporciona situacdes para o levantamento de
conjecturas entre o circulo trigonométrico e os graficos das fungdes trigonométricas notaveis
(figura 3) a partir da visualizagdo da relagdo entre as varidveis.

Para uma melhor visualizagao dos objetos de estudo, as construgdes das funcdes trigo-
nométricas sao realizadas em uma janela de visualizacdo separada do circulo trigonométrico,
evitando a poluicdo da area de observagdo, com a interacdo em uma das janelas e visualizagdo
na outra. Também se optou por um unico objeto interativo com as trés fungdes trigonométricas
permitindo realizar comparativos visuais dos comportamentos.
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Figura 3 — Gréfico das Fun¢des Trigonométricas a partir do circulo trigonométrico interativo
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Fonte: Os autores.

A quarta atividade trabalha com o mesmo objeto de aprendizagem da terceira atividade,
mas o foco dos estudos sdo as caracteristicas das Fungdes Trigonométricas, onde o aluno veri-
fica visualmente o Dominio e a Imagem da funcdo, assim como a periodicidade das mesmas.

Ap6s o aluno aprender a construir os graficos das fungdes Trigonométricas, o professor
pode apresentar as caracteristicas que podem ser analisadas no grafico. Nas figuras 4 e 6 o pro-
fessor orienta as atividades através de perguntas para que os estudantes observem e realizem
conjecturas e comprovem as mesmas através da observacao e visualizacao que as fungdes seno
e cosseno sdo continuas.

Figura 4 — Grafico da Fung¢@o seno para analise da continuidade, periodicidade, dominio e imagem
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Fonte: Os autores.
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A interacdo com o objeto de aprendizagem permite que o aluno verifique que o angulo
ndo se restringe a somente uma volta no circulo trigonométrico, sendo possivel dar mais de uma
volta, logo o dominio da fun¢do ¢ dado pelo conjunto dos numeros Reais, ou seja, para f{x)=-
sen(x), Dom(f)= R.

E também pela manipulagio do objeto que o aluno observa quais os valores que a vari-
avel dependente assume, ficando restritos ao intervalo -1 e 1, logo para f{x)=sen(x), a imagem
da fungao ¢ dado pelo o intervalo [-1; 1], isto ¢, -1 <sen(x) < 1.

Neste momento o professor apresenta o conceito de amplitude como sendo a medida escalar
que referencia a magnitude da oscilacdo, ou seja, o valor maximo ou minimo da funcao.

O professor deve orientar as atividades para busca e identificagdo de um padrao de com-
portamento, e o aluno ao identifica-lo deve entdo formular suas conclusdes sobre esse padrao
e qual o intervalo que ele ocorre. Ao término o professor deve formalizar e explicar sobre a
periodicidade da fungao seno.

Outra caracteristica observavel ¢ que a fun¢ao seno ¢ uma fung¢ao impar, ou seja,
sen(—x) = —sen(x), para isso recomenda-se a apresentagdo do conceito para fungdo par e impar
e, a seguir, que sejam feitos questionamentos sobre as fung¢des trigonométricas.

Por ser possivel a manipulagdo no angulo no sentido horério e anti-horario o grafico da
fun¢do seno apresenta comportamento que pode dificultar a interpretagdo sobre a caracteristica
de variacdo da fun¢@o seno. Sendo assim recomenta-se que primeiro seja posicionado o cursor
do angulo em Orad, e depois observar os valores da fun¢do ao se aumentar o valor do angulo.
Deste modo estabelece-se que para a analise da caracteristica de variacdo deve ser considerado
o sentido do eixo das abscissas como sendo o sentido para andlise da caracteristica de variagao
crescente e decrescente. Como atividade os alunos devem preencher o quadro na Figura 5 com
D para decrescente, C para crescente, (+) para valor positivo e (-) para valor negativo, para cada
um dos intervalos.

Figura 5 — Quadro com a tabela das caracteristicas das fung¢des trigonométricas
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Fonte: Autores.

A seguir o professor deve realizar as mesmas atividades com a fung¢do cosseno anali-
sando o Dominio, Imagem, periodicidade e as caracteristicas de valor e variagdo, procurando
sempre estabelecer semelhangas e diferengas entre as fungdes. Entre as diferencas ressalta-se
que a fungdo cosseno ¢ uma funcdo par pois, cos(x) = cos(-x). O objeto permite explorar os
valores de y para valores positivos e negativos da variavel x.

A Figura 6 apresenta o objeto de aprendizagem com o grafico da fung¢do cosseno para
analise das caracteristicas da mesma que devem ser preenchidas utilizando notagao igual a da
fungao seno.
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Figura 6 — Grafico da Fungao cosseno para analise de continuidade, periodicidade, dominio e imagem
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Fonte: Os autores.

Na Figura 7 apresenta-se a fungdo tangente, em procedimento semelhante, o professor
deve orientar nas andlises da fun¢do, buscando realizar comparagdes entre as fungdes ja tra-
balhadas. A tangente apresenta diferencas em relacdo ao Dominio, Imagem e Periodo quando
comparado com as fung¢des seno e cosseno. Recomenda-se que o professor trabalhe o conceito
de continuidade da funcao e chame aten¢ao sobre a continuidade do dominio ¢ sua relagdo com
a continuidade da funcgao.

Figura 7 — Grafico da Funcao tangente para analise da descontinuidade, periodicidade, dominio e imagem.
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Fonte: Os autores.

A quinta atividade propde o estudo das transformacgdes das fungdes trigonométricas pela
interacao com os coeficientes de transformacao e a visualizagdo das alteragdes que ocorrem nas
fungdes. Tendo em vista que alunos ja trabalharam com os graficos das Fun¢des Trigonomé-
tricas ¢ importante eles voltem a analisar as caracteristicas das fun¢des a cada transformagao
executada.

Em uma proposta inicial, recomenda-se trabalhar com a varia¢ao dos coeficientes uma
de cada vez, possibilitando conjecturas sobre a relagdao entre o coeficiente e a transformacgao

associada.
O GeoGebra possibilita a inser¢ao das fungdes transformadas, recomenda-se o uso das se-
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guintes fungdes para estudos das transformagdes, com os coeficientes a,b,c € d como controles
deslizantes (Figura 8):

e f(x)=atb-sen(c-x+d)

e f(x)=a+tb-cos(c-x+d)

e f(x)=a+tb-tan(c-x+d)

Ao inserir as fungdes desta maneira o0 GeoGebra cria automaticamente os cursores desli-
zantes com valores entre -5 ¢ 5. Para uma melhor visualizacao da transformacao recomenda-se
o uso da funcdo sem transformacdo apresentada juntamente com a transformada. Na figura 5
apresenta-se exemplos da atividade com a variacdo dos coeficientes de transformagdo para a
funcao seno.

Figura 8 - Representagdo da fung@o seno com a variagao dos coeficientes
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Fonte: Os autores.

Convém que o aluno se expresse em sua linguagem de modo a fixar as transformagoes
para depois ser apresentada a linguagem matematica adequada como translagdo vertical, trans-
lagao horizontal, ampliagdo/redu¢ao vertical, ampliagcao/redugdo horizontal. Em especial reco-
menda-se chamar a atencdo para as transformacgdes horizontais e as analises de periodo bem
como a similaridade entre as fung¢des seno e cosseno quando transladadas na horizontal.

Para a atividade com a fungdo tangente (Figura 9) as analises sdo as mesmas da fungdes
seno e cosseno, mas recomenda-se usar do zoom para aumentar a area de visualizagdo da fun-
¢do para que ndo ocorrem inferéncias equivocadas nas manipulag¢des dos coeficiente ¢ e d.
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Figura 9 - Representagdo da fungao tangente com a variagao dos coeficientes
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Fonte: Os autores.

Apos a realizacao desta atividade, recomenda-se que o professor oriente seus alunos a
acessarem o repositorio do GeoGebra, no qual se encontram disponiveis os objetos de apren-
dizagem, desenvolvidos pelo Programa de Pds-Graduacdo em Ciéncias e Matematicas, para o
estudo das transformacdes das fungdes notaveis, para computadores e celulares nos respectivos
enderecos (https://www.geogebra.org/m/rmn8mtkz) e (https://www.geogebra.org/m/hKKz-
TUPS)

Conclusoes

Os softwares interativos, como o GeoGebra, permitem explorar e visualizar os objetos
matematicos que, quando inseridos em uma sequéncia didatica com objetivos claros e definidos
quanto aos conceitos a serem construidos, auxiliam no processo de ensino e aprendizagem da
Matematica. Incorporar o uso das Tecnologias Digitais na sala de aula, vai além do proporcio-
nar instrumentos tecnoldgicos aos estudantes, isto requer que o professor se capacite no uso das
tecnologias para desenvolver as atividades que auxiliam na aprendizagem da Matematica. As
atividades devem se desenvolver em um ambiente apropriado e em situagdes que favorecam a
construgdo solida dos conhecimentos, transformando a maneira de fazer e perceber as constru-
¢Oes matematicas.
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Entende-se que a utilizagdo do software GeoGebra auxilia de forma geral na visualiza-
¢do do contetido, para que os alunos possam melhor interpretar o que estd sendo apresentado,
assim, levando a compreensao dos contetidos matematicos envolvidos.

Como reflexdo futura, considera-se importante que a pratica docente necessita de atuali-
zagdo constante, que viabilize aos estudantes atividades ricas em recursos visuais e possiveis de
serem desenvolvidas em sala de aula. Além disso, hé recursos didaticos prontos e disponiveis
no site https://www.geogebra.org/materials, que o professor pode utilizar no seu planejamento
de aulas
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