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RESUMO

Neste artigo buscamos a partir de uma tradugéo de proposic¢des escolhidas do livro Liber Quadratorum
de Leonardo Fibonacci (1170-1240), apresentar alguma potencialidade do uso das ideias contidas no
texto para o ensino de contelldos matematicos; mais especificamente conteldos de aritmética que
versam sobre nimeros quadrados e sua importancia matematica. Além disso, fazemos um passeio pelo
periodo vivenciado por este importante personagem, que foi professor e escreveu sobre a matematica,
e sua influencia para o desenvolvimento e divulgacdo dos métodos algoritmicos da matematica arabe
na Europa no inicio do século XIII.
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ABSTRACT

In this paper we seek from a translation of selected propositions from the book Liber Quadratorum by
Leonardo Fibonacci (1170-1240), to present some potentiality of the use of the ideas contained in the
text for the teaching of mathematical contents; more specifically arithmetic contents that deal with
square numbers and their mathematical importance. In addition, we take a tour of the period
experienced by this important personage, who was a teacher and wrote about mathematics, and its
influence for the development and dissemination of algorithmic methods of Arab mathematics in
Europe in the early thirteenth century.

Keywords: Leonardo Fibonacci, Liber Quadratorum, Arithmetic in the thirteenth century, History of
Mathematics.

Introducéo

Nos caminhos do ensino e da aprendizagem de matematica sao muitos os obstaculos a
serem superados; para esta minimiza-los, muitos estudiosos da area constituem consideraveis
esforcos na adequagdo de metodologias visando mais possibilidades de um ensino efetivo.
Estas adequagfes munidas de um corpus tedrico, entdo, passam a se configurar, em um meio
tdo plural de teorias em desenvolvimento sdo as ditas tendéncias para o ensino de matematica
(em Educacéo).

Em nossa pesquisa, optamos pelo uso da Historia da Matematica como componente
metodologica, em um uso didatico/pedagdgico das informacgdes historicas, no intuito de
contribuir na efetivacdo de um ensino com significado dos conteddos matematicos, pois,
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percebemos que esta ndo é uma possibilidade isolada defendida por apenas um grupo de
entusiastas, mas trabalhada por um grupo sério de pesquisadores.

Outro ponto a ser destacado, relacionado a esta tendéncia, € a indicacdo de uma
abordagem a partir da historia, apontada nos documentos oficiais como os PCN (Pardmetros
Curriculares Nacionais) e a BNCC (Base Nacional Comum Curricular).

Estes documentos oficiais apresentam argumentos favoraveis a insercdo da Historia da
Matematica no ensino, do mesmo modo que sugerem formas de utilizacdo desta. Como, por
exemplo, quando a BNCC infere possibilidades de desenvolvimento de projetos com o uso da
Historia da Matematica, visando o estudo de um determinado contetdo e sua funcdo social
quando apresenta que,

[...] é importante incluir a histéria da Matematica como recurso que pode despertar
interesse e representar um contexto significativo para aprender e ensinar
Matematica. Entretanto, esses recursos e materiais precisam estar integrados a
situagbes que propiciem a reflexdo, contribuindo para a sistematizacdo e a
formalizagdo dos conceitos matematicos (BRASIL, 2016, p. 254).

Mendes e Chaquiam (2016) expdem que os estudos sobre a possibilidade de
abordagens didaticas que podem ser propostas para o ensino da matemética com base na
historia, atualmente vém se ampliando.

Uma forma de se fazer essa abordagem se fundamenta no estudo de um determinado
conteddo matematico e seu contexto historico, que envolve questdes politico-sociais e outros
aspectos dos personagens envolvidos. Possibilitando aos estudantes,

Uma oportunidade enriquecedora de se inserir 0 maximo possivel no contexto em
que o matematico, o texto matematico escrito por ele, a comunidade que viveu,
trabalhou e produziu tal matemética, em busca de estabelecer uma [...] de
multiplicidade explicativa para as nogdes matematicas que precisara aprender
(MENDES e CHAQUIAM, 2016, p. 11).

Nesse sentido, em meio a destacados personagens, elegemos Leonardo de Pisa, mais
conhecido por Fibonacci, o qual evocamos por Leonardo Fibonacci (1170-1240), ou
simplesmente por Fibonacci, para que desta forma possamos fazer alusdo ao seu home sem
perder a denominacédo que lhe foi dada seiscentos anos mais tarde pelo historiador Guillaume
de Libri (1803-1869), termo italiano que significa filho de Bonaccio.

Este matematico brilhante do décimo segundo século influencia a Europa com suas
obras de tal forma que os europeus passam a utilizar os algarismos indo-arabicos, a partir da
publicacdo do seu livro Liber Abaci (1202). O qual se consolida como uma espécie de manual
para o estudo e ensino de matemética (SERRAO, 2014).

Uma de suas obras que nos chama a atencdo € o Liber Quadratorum (1225), por seu
contetdo, pelas formas com as quais Leonardo Fibonacci demonstrava as proposices
contidas neste livro e a sua interpretacdo de nimero. Desta forma, objetivamos apresentar um
estudo do Liber Quadratorum, produzindo uma traducgéo para o portugués.

No entanto, aqui, discutimos apenas trés de suas proposic¢Oes iniciais, em um estudo
que visa elencar possiveis potencialidades didatico/pedagdgicas do uso do texto ou de parte
do mesmo em sala de aula.
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Neste sentido, apresentamos o contexto historico e social em que Leonardo Fibonacci
estava inserido, bem como do momento de producédo de sua obra. Nosso intuito é delinear em
tempo e espaco o0 locus deste matematico medieval e apresentar 0S contextos que
impulsionaram ao desenvolvimento do seu Liber Quadratorum, e posteriormente,
apresentarmos outras informac6es que julgamos necessarias a respeito desta obra histérica.

Apols a construcdo do contexto histérico da obra e sua exposicdo, apresentamos
possiveis potencialidades para o ensino de matematica, fundamentadas em autores como
Miguel (1993 e 1997) e Mendes (2015).

Desta forma, e com este direcionamento, iniciamos nossa apresentacdo sobre
Leonardo Fibonacci e seu Liber Quadratorum.

Sobre a vida e obra de Leonardo Fibonacci (1180-1250)

O matemaético italiano Leonardo Fibonacci se encontra historicamente localizado,
como um cidaddo que viveu no periodo que compreende a segunda metade do décimo
segundo seculo e a primeira metade do décimo terceiro século, fazendo parte do pre-
renascimento ou renascimento italiano.

Assim, iniciamos com o renascimento do século XlIl, que advém de um extenso
periodo marcado por instabilidades, quando a Europa passa por grandes transformacgdes. Em
meio a essas transformagdes, de cunho social, politico, econémico e cultural, trés nos chamam
a atencdo: a transformacdo na forma de produzir, o crescimento demografico e expansao do
comercio (SESTITO e OLIVEIRA, 2010).

Nesse contexto de transformacBes, com o surgimento das cidades e da burguesia,
temos um florescimento das praticas comerciais. Com o aumento da producdo agricola, da
producdo artesanal urbana e o contato com povos orientais 0 comércio ganha um expressivo
impulso, desenvolvendo rotas locais e internacionais, tanto para o norte quanto para o sul.

Esta ocasido propicia o surgimento de alguns personagens que vem a influenciar, de
forma direta ou indireta, na producéo de Fibonacci, enter os quais destacamos: Jodo de Buralli
(1208 — 1289), Al-Jazari (???? — 1206) e o rei Frederico Il (1194 — 1250), imperador romano-
germanico, com o intuito de apresentar suas contribuicdes para a formacdo de Leonardo
Fibonacci.

Buralli, que designamos aqui como Jodo de Parma, pois é dessa forma que ficou
conhecido, um mestre e doutor em filosofia, lecionava logica e era muito reconhecido, tendo
lecionado na Bolonha, em Napoles e em Paris. Segundo o caderno de espiritualidade
franciscana (2009), ele foi eleito ministro geral em 1247.

Al-Jazari, um engenheiro mugulmano que viveu nas intermediagdes dos séculos XIlI e
X111 no sul da Turquia. N&o se dedicou apenas a engenharia, mas a inventos, a Matematica e
ao artesanato. No entanto, ficou conhecido em nossos dias por sua obra intitulada Livro de
Conhecimento de Dispositivos Mecanicos Geniais, publicada em 1206, trazendo
engenhosidades de cinquenta maquinas, em sua maioria hidraulicas.

O terceiro personagem que trazemos € o rei Frederico Il, imperador do sacro império
Romano-Germanico, o qual possuia uma linhagem real, 6rfdo, ainda crianga, cresceu sob a
tutela do papa Inocéncio 11l e que foi coroado imperador de Roma, no ano de 1220, pelo papa
Hondrio 111 (LOSSIO JUNIOR, 2006).
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De acordo com Lossio Junior (2006), o imperador Frederico Il, organizou o sistema
administrativo romano, aquecendo o comércio, a industria e a agricultura e incentivando 0s
estudos e as artes em geral. Fundou em Né&poles a primeira universidade laica, foi mestre da
Escola Siciliana de Poesia, e reescreveu, um manual sobre a arte da falcoaria.

Sendo um poliglota, escritor e matematico, Frederico Il, conseguiu reunir ao seu
redor, uma nata de sabios: judeus, arabes e cristdos, transformando a corte em ponto de
encontro das diversas correntes culturais da época.

Entendendo mais um pouco, com 0 exposto, as circunstancias relacionadas a época de
Leonardo Fibonacci, voltamos nossa atencdo para este personagem de forma mais acentuada.

Esta figura ilustre nasceu em 1180 em Pisa na Italia, um centro comercial importante,
neste momento pré-renascentista, no qual seu pai Guiglielmo Bonaccio, era um secretério da
Republica de Pisa ligado aos negdcios mercantis, ou seja, um mercador italiano com interesse
no norte da Africa (OLIVEIRA, 2013) e (CASTILLO, 2007).

Seu pai comecara seus negocios, trabalhando com assuntos de contabilidade mercantil,
0s quais despertaram o interesse do jovem Leonardo Fibonacci, pelos numeros. Uma
matematica, que foi além das aplicacbes praticas comerciais de compra e venda de
mercadorias.

Viajando com o seu pai nos ultimos anos do décimo segundo século, ele fez uma turné
pelo Oriente, onde visitou os grandes mercados do Egito e da Asia Menor, viajando através da
Siria, e voltando por Constantinopla.

Figura 01. O matematico Leonardo Fibonacci

Fonte: http://berg.com.ua/profile/fibonacci/

Diferentemente da maioria dos viajantes, Fibonacci ndo se contentou em dar um
simples olhar para 0 novo que o rodeava, mas, estudou cuidadosamente os costumes dos
povos, e especialmente, procurou instrugdo no sistema aritmético que estava conhecendo, e
que era usado de uma forma t&o vantajosa pelos comerciantes orientais (MCCLENON, 1919).
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De acordo com Devlin (2012), durante a realizagdo dessas viagens, a pedido de seu
pai, Leonardo Fibonacci (Figura 01), estudou o manuseio do &baco em um lugar cujo nome
era escola do abaco, pois, seu pai considerava Util e apropriado este conhecimento para o
filho, que provavelmente o ajudaria em seus empreendimentos.

Muitas das grandes cidades comerciais italianas daqueles tempos mantinham
entrepostos em varias partes do mundo mediterraneo. Esse foi o caminho que levou
Leonardo a receber parte de sua educacdo em Bejaia, norte da Africa, onde seu pai
fora desempenhar uma funcéo alfandegéria (EVES, 2011, p. 292).

Assim, ainda jovem, passou a ter contato com comerciantes de diversas culturas da
regido mediterranea, aprendendo técnicas matematicas desconhecidas do ocidente
(OLIVEIRA, 2013).

Castillo (2007) traz em seu texto, que Leonardo Fibonacci nessas viagens estudou
sobre a supervisdao de um professor arabe (sem citar seu nome). Isso o levou a entrar em
contato direto, com os procedimentos matematicos orientais e arabes, passando a ser um sério
defensor dos numeros indo-arébicos, os quais conhecera recentemente em suas viagens.

Fibonacci se sentiu tdo motivado a estudar os nimeros indo-arébicos, que seus estudos
o levaram a escrever um livro chamado de Liber Abaci (o livro do dbaco ou do calculo) em
1202, logo depois de retornar a sua cidade natal, sendo este livro reeditado em 1228.

Segundo Garbi (2007), o Liber Abaci, torna Leonardo Fibonacci o primeiro cristdo a
discorrer sobre algebra na Europa. Um livro, que segundo Boyer (1974), trata de uma maneira
mais acentuada dos numeros, que da Geometria, descrevendo as nove cifras indianas, assim
como o simbolo zero.

De fato, Fibonacci objetivava com este livro propor outro caminho para as realizagdes
de célculos que iam além do uso do &baco.

Posteriormente a essa publicacdo sua fama se estende pela a Europa e seus estudos
continuos o levam a escrever seu segundo livro, intitulado de Practica Geometriae (1220)
[Geometria Préatica], o qual, segundo Oliveira (2013) descreve seus conhecimentos de
geometria e trigonometria.

Esta obra, dividida em oito capitulos, traz uma grande colecdo de problemas
geométricos e teoremas baseados nos Elementos de Euclides. Este livro foi dedicado ao
astronomo Imperial Dominicus Hispanus, o qual lhe havia apresentado ao imperador
Frederico Il. (OLIVEIRA 2013).

Sua terceira publicagéo, escrita no ano de 1225, foi um tratado intitulado Flos (Flor)
em que ha problemas indeterminados que lembram Diofanto de Alexandria e problemas
determinados que nos remetem aos Elementos de Euclides, aos arabes e aos chineses
(BOYER, 1974).

Nesse periodo Fibonacci chama a atencdo do imperador Frederico 11, pela repercussao
causada por suas obras e seu conhecimento de matematicas. Assim, Fibonnaci recebe um
convite para participar de um torneio matematico. Este torneio resulta em sua quarta obra o
Liber Quadratorum publicado no mesmo ano do livro Flos.

Assim, sua matematica, influenciada fortemente pela matematica arabe, como 0s
trabalhos dos jovens matematicos italianos do século XII, se torna uma referencia, se
expandindo com a publicacdo de seus trabalhos. No entanto, sua influéncia, que direciona as
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atividades matematicas na Europa, s6 se efetiva a partir do século XIIl. Fibonacci é o
principal representante dessa escola. Estas caracteristicas levam o matematico pisano a ser
contratado como o primeiro professor publico de calculo a quem os governantes italianos
destinaram pagamento como consultor de matematica.

Com o exposto, entendemos que este contexto de ampliacdo da exportacédo agricola,
assim como, a necessidade de maior conhecimento do processo mercantil, vem influenciar a
Fibonacci, em suas viagens e em sua busca pelo conhecimento, de mesmo modo tal contexto
no qual ele esta inserido é influenciado direta ou indiretamente pelos personagens que nos
referimos anteriormente, principalmente, com as decisdes de Frederico 1.

Uma influencia que resulta para nosso personagem principal a profusdo de um
conjunto de obras que acabaram influenciando o seu mundo de tal forma que sentimos suas
consequéncias até em nossos dias.

Uma introducéo ao Liber Quadratorum (1225)

O Liber Quadratorum, que segundo Oliveira (2013) significa “livro dos quadrados”,
carrega em seu contetido a teoria dos numeros que dentre outros, examina o método para
encontrar as ternas pitagoricas. Faz-se necessario saber, que esta obra advém de um torneio
matematico que Leonardo Fibonacci participou a convite de Frederico II.

Nesse torneio, foram propostos trés problemas dentre os quais 0 mais famoso é o
primeiro, onde Fibonacci é desafiado a encontrar um nimero quadrado que quando somado
ou subtraido cinco continua sendo um quadrado de um namero racional, (CASTILLO 2007).

Em acordo com Boyer (1974), tanto a resposta (41/12) quanto a solugdo sédo
encontrados no Liber Quadratorum na proposicdo dezessete: Find a square number which
increased or diminished by five yields a square number [Encontre um ndmero quadrado, o
qual se aumentado ou diminuido de cinco resulta em um numero quadrado].

Os trabalhos de Leonardo Fibonacci, segundo Oliveira (2013), trazem uma forte
influéncia dos matematicos al-Khwarizmi (708 — 850) e Abl Kamil (850 — ???), entre outros
mestres &rabes; bem como, de Euclides e de seus elementos.

Devem-se mencionar Abl Kamil e al-KarkhT, que escreveram nos séculos X
e Xl, por seu trabalho em Algebra. O primeiro escreveu um comentario
sobre a algebra de Al-Khowarizmi que posteriormente foi usado pelo
matematico europeu Fibonacci (1202) (EVES, 2011, p. 261).

Para dar uma ideia do conteddo notavel do Liber Quadratorum, apresentaremos
algumas proposi¢es que este livro contém, na mesma ordem encontrada no original, de
forma a garantir veracidade. Assim, para esta exposi¢ao seguimos Siegler (1987).

Fibonacci inicia seu livro com uma pequena introducdo expondo seus pensamentos a
respeito do crescimento ordenado dos nimeros impares consecutivos e a sequéncia de
nameros quadrados, que passa a ser a ideia central, o que desencadeia as proposi¢des ou
problemas contidos no livro,

e eles surgiram da sequéncia crescente de nimeros impares; para a unidade é
um quadrado, e disso é feito o primeiro quadrado, chamado 1; para essa
unidade é adicionado 3, formando o segundo quadrado chamado 4, com raiz
2; se para a soma é adicionado o terceiro nimero impar, chamado 5, o
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terceiro quadrado é criado, chamado 9, com raiz 3; e portanto somas de
nlimeros impares consecutivos e a sequéncia de quadrados sempre crescem
juntas em ordem (FIBONACCI, 1225, apud, SIGLER, 1987, p. 4. Traducdo
nossa).

Posteriormente a essa introdugéo, o autor parte para a apresentacdo e demonstragao de
vinte e quatro proposi¢es que compde o Liber Quadratorum, e das quais trazemos apenas
trés, que estdo na mesma ordem do livro original.

Importante frisar que, para as suas demonstracGes, Fibonacci entende nimeros como
seguimentos de retas e que apresentamos suas demonstracfes com uma notacéo atual, a qual
Fibonacci ndo dispunha a época. Além disso, os paragrafos destacados em italico indicam
comentarios do préprio Fibonacci, pois o livro € escrito em primeira pessoa do singular.

Vejamos as proposicdes que selecionamos para nosso estudo inicial.

Proposicdo 1: Encontrar dois numeros quadrados cuja soma seja um numero
quadrado.

Fibonacci nos apresenta sua resolugdo: Para encontrar dois nimeros quadrados cuja
soma seja um numero quadrado, eu devo pegar qualquer quadrado impar e eu devo té-lo
como um dos dois quadrados mencionados; o0 outro eu encontro em uma soma de todos 0s
numeros impares da unidade até o anterior ao quadrado impar tomado.

Em notacdo moderna: admitindo que 2n+ 1 =x?% temos 1+3+ -+ (2n—1) +
x2=n*+(2n+1)=(n+1)>=

Leonardo Fibonacci comenta: Por exemplo, eu devo tomar 0 9 como um dos dois
quadrados mencionados, 0 outro ird ser obtido na soma dos nimeros impares que Sao
menores que 9, nomeados 1, 3, 5 e 7, que tem como soma 16, que € um quadrado, que
adicionado a 9 ira chegar a 25, que é um numero quadrado. E se nds desejarmos uma
demonstracdo geométrica, qualquer quantidade de numeros impares desde a unidade em
ordem crescente sdo acrescentados, fazendo com que o fim seja quadrado; e deixemos .ab ser
1, .bc ser 3, .cd ser 5, .de ser 7, .ef ser 9; e por ef. ser 9, temos um nimero quadrado e .ae 16,
é um quadrado, criado da soma dos nimeros impares .ab, .bc, .cd e .de, o nimero total .af é
da mesma forma quadrado; e portanto da soma de dois quadrados .ae e .ef é feito o quadrado
af.

Fibonacci, inicialmente, quis mostrar que,

(1+3+5+7)+9=25
16 +9 =25
4% 4+ 32 = 52

De forma geométrica, temos um seguimento de reta, o qual Fibonacci utiliza para

representar sua sequencia de nimeros, onde, ab = 1, bc = 3,cd = 5,de = 7eef = 9.

a b c d e f
Desta forma temos que,
(ab + bc + cd + de) + ef = af
ae+ ef = af.
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Logo, @e é um nimero quadrado (soma de impares consecutivos), ef ¢ um nimero
quadrado (tomado na sequencia) e af é um ndmero quadrado (soma de impares
consecutivos).

E interessante que, com esta ideia, Fibonacci amplia o seu pensamento, que
denominamos aqui de desdobramentos e para esta proposicdo apresentamos dois desses
desdobramentos.

1° Desdobramento: Se tomamos um ndmero par que seja um quadrado, dividirmos
por dois, adicionarmos um a uma parte e subtrairmos um da outra, a soma continua igual ao
namero quadrado tomado. Desta forma, por exemplo, se pegarmos o nimero 36, temos que,

36 ~2=18
18+1=19
18 —1=17.

De fato, 19 + 17 = 36. Assim, se tomamos a soma dos numeros impares de 1 até 15
que é o numero impar que antecede o menor nimero impar encontrado, que neste caso é o0 17,
temos que,
1+3+5+7+9+11+13+15)+ 36 =100
64 + 36 = 100
82 + 6% = 102

Com o proposto temos dois nimeros quadrados que somados formam um ndmero
quadrado.

2° Desdobramento: Se tomamos um numero impar que seja um numero quadrado e
dividirmos por trés, teremos um ndmero impar. Se somarmos a este nimero impar encontrado
0S nUmeros impares que S30 O Seu SUCessor e 0 Seu antecessor resultara no numero impar
tomado. Assim, se tomamos como 0 nimero impar quadrado o nimero 81 temos,

81 +3=27
24,25,26,27,28,29,30

Logo, 25+ 27 + 29 = 81, e se tomamos uma soma dos nimeros impares do 1 até o
23, que € 0 numero impar que antecede o antecessor de 27 que € o resultado da divisdo, mais
81, temos que,

(1+3+5+--+23)+81=225
144 + 81 = 225
12% + 9% = 152

Assimcomo, 1 +3 + 5+ 7 + -4+ 29 = 225. E da mesma forma temos dois nimeros
quadrados que somados formam um numero quadrado.

Ap0s discutirmos estes desdobramentos, seguimos com a segunda proposigao.
Proposicao 2: Qualquer nimero quadrado excede o quadrado imediatamente anterior pela
soma das raizes.

Leonardo Fibonacci comenta: Eu encontrei que qualquer quadrado excede o
qguadrado imediatamente anterior pela soma das raizes desses quadrados. Por exemplo, 121,
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do qual a raiz é 11, excede 100, do qual a raiz é 10, pela soma de 10 e 11, nomeados pela
soma das proprias raizes. E por isso que um quadrado excede o segundo antes dele pela
quantidade que é quatro vezes a raiz do quadrado que esté entre eles, como 121, que excede
81 por quatro vezes 10; e, portanto, pode ser encontrada diferencgas entre os quadrados pelas
distancias entre as proprias raizes.

De fato, ele quis mostrar que, se tomamos 121 = 11% e 100 = 10?, teremos que
121 =100+ 11 + 10, ou seja, de 100 até 121 temos o intervalo de 21 = 11 + 10, que s&o
a soma das raizes quadradas de 100 e de 121. Fibonacci apresenta uma explicacdo
geométrica para esta proposicao.

Fibonacci ainda nos diz: Parece que todo quadrado excede seu quadrado precedente,
como nos dissemos, por tanto quanto a soma das proprias raizes, que serdo evidentes se nds
colocarmos as raizes nos segmentos ab e bg. E desde que ab e bg sejam nimeros
consecutivos, um sera maior que o outro por um. Deixemos entdo bg ser maior que ab por
um, e subtraido da unidade dg de bg, e entdo permanecera bd igual a ba;

a b d g

e desde que bg seja um numero dividido em duas partes, chamado bd e dg; dg o produto de
bd por ele mesmo acrescentado ao produto de dg por ele mesmo acrescentado a duas vezes
bd vezes dg sera igual ao produto de bg com ele mesmo. Mas o produto de bd com ele
mesmo ¢ igual ao produto de ab com ele mesmo. Portanto, o quadrado do niimero bg excede
aquele do niimero ab pela quantidade que é a soma de gd vezes ele mesmo e duas vezes gd
vezes bd. Mas o produto de dg com ele mesmo é um, que se iguala e é 0 mesmo que a
unidade dg; e duas vezes dg vezes bd torna duas vezes bd, como dg é 1; portanto, duas
vezes bd é ad; portanto, o quadrado do nimero bg excede o quadrado feito pelo nimero ab
pela quantidade que é a soma das proprias raizes, que sio ab e bg. 1sso é o que tinha de ser
demonstrado.

Fibonacci nos mostra, de forma geométrica, que: Se tomamos um segmento de reta ag
(como representado a seguir) com mais dois pontos que sdo b e d contidos neste seguimento,
temos que:

a b d

Com isso temos:

v' ab e bg sdo consecutivos;
v bg —dg = bd,

v bd = ab;

v dg=1.

Com estas questbes preliminares, Leonardo Fibonacci apresenta a seguinte relacao:
bg? =bd x bd + dg X dg + 2bd x dg, onde dg x dg + 2bd x dg compde a diferenca de
um quadrado para outro. Se admitirmos ab = 7, bg = 8 e dg = 1, temos que,

bg? = bd x bd +dg x dg + 2bd x dg
82=7x7+1x1+2x7x1

i |=
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82 =49+ 15 =64
Percebemos que 15 =7+ 8, no qual a soma das raizes é a diferenca entre 0s
quadrados como queriamos mostrar. Vale ressaltar que esta proposicdo contem dois
desdobramentos.
1° Desdobramento: se escolnemos o maior quadrado de trés numeros quadrados
consecutivos, como 92%,10% e 112, teremos que, o maior quadrado serd o menor quadrado
mais o quadruplo da raiz do quadrado médio, assim, temos que 11? = 9% + (4 x 10).

2° Desdobramento: Se admitimos um numero quadrado impar como 0 9 e
multiplicarmos por quatro, temos 36, e tomando o quadrado do antecessor de 9, temos 8% =
64 e agora somando o quadruplo do quadrado impar escolhido mais o quadrado do seu
antecessor encontramos o quadrado do seu sucessor, logo, 36 + 64 = 100 = 102

Proposicdo 3: Existe outra forma de encontrar um numero quadrado pela soma de dois
quadrados.

Leonardo Fibonacci comenta: Ha& de fato outra forma de encontrar dois quadrados
gue formem um numero quadrado com sua soma, e isso se encontra no livro X de Euclides.
Juntando dois nimeros quadrados, ambos pares ou ambos impares, ab e bg; entdo a soma
ag sera par. Deixe ab ser maior que bg, e ag é dividido em duas partes iguais por d. O
nimero ad é entdo um ndmero inteiro por ser metade do ndmero ag. E se subtrai ad do
nlmero ab; restara o nimero inteiro db.

a d b g

E pelo numero ag ser dividido em duas partes iguais por d, e em partes diferentes por
b, 0 produto de ab e bg, mais o quadrado do nimero db, sera igual ao quadrado do niimero
dg; mas aquele que € feito de ab vezes bg é um quadrado, como ab e bg sdo quadrados;
aquele que ¢é feito pelo nimero db vezes db é um quadrado, e, portanto, sio encontrados dois
quadrados com a soma de um nimero quadrado, nomeando o nimero dg. Isso que tinha de
ser feito.

Fibonacci nos mostra que se tomamos este seguimento de reta como um namero, e
admitirmos ab e bg sendo nlimeros quadrados pares ou impares e d sendo o ponto médio de
ag, temos que,

> ab > bg;
> azz = ad ou dg — @g ser um nimero par;
> ab —ad = db.

Desta forma Leonardo Fibonacci faz a seguinte relacdo, ab x bg + db? = dg?, o que
implica em ab x bg ser um nimero quadrado, pois é mostrado que a multiplicacdes de dois
numeros quadrados forma um nimero quadrado.

Exemplificando temos,

> ab = 16;
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> bg = 4;
> adoudg = 10;
> db=6.

Aplicando estes valores na relagdo de Fibonacci, temos que,

ab x bg + db? = dg?
16 X 4 + 6% = 102
64 + 36 = 102
100 = 102
Como 60 = 8% e 36 = 62, temos outra forma de encontrar dois nimeros quadrados
que somados formem um ndmero quadrado.

O potencial didatico do Liber Quadratorum

Percebemos com exposto, que estes problemas séo ricos, possuidores de potenciais
para 0 ensino e para a aprendizagem da matematica. Possibilitando propostas para a
efetivacdo das habilidades exigidas pelo curriculo de matemaética. Assim, entendemos que a
exploracdo criativa dos textos matematicos histéricos podem fazer (trazer) contribuicdes para
0 encaminhamento conceitual e didatico de nogdes das componentes curriculares (LOPES,
2017).

Desta forma, examinar situacdes especificas com um aprofundamento consistente,
como no Liber Quadratorum, pode viabilizar respostas mais satisfatorias para o ensino.
Assim, temos a oportunidade de suprir competéncias levantadas na BNCC referente a
matematica, a exemplo da competéncia de nimero nove que diz respeito a levar o aluno a
reconhecer que Matematica é uma ciéncia humana, construcdo referente as necessidades e
preocupacles de diferentes culturas, em diferentes momentos historicos, que contribuiram
para solucionar problemas cientificos e tecnoldgicos enfatizando as descobertas e construces,
inclusive com impactos no mundo do trabalho (BRASIL, 2016).

Desta forma, queremos nesta secdo elencar possiveis potenciais didaticos a serem
explorados no Liber Quadratorum. Para tal, faz-se necessario delinear o que vem a ser
potencial didatico para nos.

Assim, caracterizamos neste trabalho primeiramente a didatica como um ramo de
estudo préprio da pedagogia, sendo esta uma ciéncia da e para a educacdo, que estuda a
educacdo, a instrugdo e o ensino. Para tanto, nos apoiamos em Libaneo (1990), que traz
consideracOes que julgamos importantes para este momento de constru¢do do conhecimento.

Libaneo (1990) salienta ainda que os aspectos didatico-pedagogicos determinam,

[...] um campo que investiga a natureza das finalidades da educacdo numa
determinada sociedade, bem como os meios apropriados para a formacdo dos
individuos, tendo em vista prepara-los para as tarefas da vida social. Uma vez que a
pratica educativa é o processo pelo qual sdo assimilados conhecimentos e
experiéncias acumulados pela pratica social da humanidade, e criando um conjunto
de condigbes metodoldgicas e organizativas para viabiliza-lo (LIBANEO, 1990, p.
24).
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Neste sentido, percebemos que a didatica investiga os fundamentos, condi¢des e
modos de instru¢do do ensino. O didatico articulado a pedagogico difundem processos e
procedimentos na investigacdo das matérias especificas da ciéncia, que servem de base para o
ensino e a aprendizagem de situagdes concretas da pratica docente (LIBANEO, 1990).

Construir um pensamento de didatica se torna importante, para que possamos elencar
as possiveis potencialidades didatico/pedagdgicas encontradas no Liber Quadratorum, pois
esperamos contribuir para a ampliacdo da compreensao dos estudantes acerca das dimensdes
conceituais de contetidos, como as ternas pitagdricas, 0s nimeros quadrados ou até mesmo
contribuir para a Teoria dos numeros, j& que segundo Mcclenon (1919), Fibonacci estd no
ranking como o maior génio deste campo.

Neste sentido utilizar didaticamente ou pedagogicamente as informacées historicas nas
atividades de ensino de matemaética serd o caminho tracado por nos. Desta forma
entendemos potencial didatico, como as qualidades ou fatores positivos que viabilizem a
pratica docente, ou seja, toda a informacdo histérica que pode passar por uma transposicao
didatica, com a funcdo de operacionalizar o ensino, torna-se um potencial didatico para nds,
seja no campo epistemoldgico ou ético de Miguel e Miorin (2004).

A transposicdo didatica aqui mencionada refere-se ao que Mendes e Chaquiam (2016)
apontam como constituicdo do saber escolar ou académico, ja que a educagdo escolar ou
académica ndo se limita apenas em fazer uma selecdo de saberes que estdo disponiveis na
cultura em algum momento historico, no entanto em transforma-los em saberes possiveis de
serem ensinados e aprendidos (MENDES e CHAQUIAM, 2016).

Concordamos da mesma forma com o0s autores quando mencionam o0 termo
transposicdo didatica em relacdo a transposicdo do saber, a reorganizacdo, a mediacdo ou a
reestruturacdo dos saberes historicamente constituidos tipicamente escolares ou académicos.

Desta forma, Mendes e Chaquiam (2016) definem a transposicdo didatica como o
processo que faz com que os objetos do saber matematico erudito se transformem em saberes
a ensinar, inscritos no projeto de ensino, e depois em saberes de ensino (MENDES e
CHAQUIAM, 2016, p. 21).

As informagdes histdricas, portanto, passam a ser tomadas como o saberes ja
estabelecidos socialmente, que podem ser tomados como matéria-prima a ser
vetorizada com a finalidade de transformar o conhecimento a ser aprendido em algo
mais proximo do aprendiz. Trata-se, na verdade, de uma reinvengdo matematica que
deveria ser melhor apropriada aos objetivos de trabalho do professor e do nivel de
aprofundamento que precisa ser dado ao aprendiz, ou seja, ao aluno (MENDES e
CHAQUIAM, 2016, p. 22).

Neste sentido de potencialidades buscamos em Miguel (1993), Miguel (1997) e
Miguel e Miorim (2004), argumentos favoraveis ou que reforcem as potencialidades do uso
da histdria da matematica no ensino. A esse respeito, o pesquisador Antonio Miguel destaca
alguns argumentos que entendemos como areas de atuacdo das propostas operacionalizadas
ou vetorizadas, que utilizam as informacdes historicas voltadas para o ensino de matematica,
ou seja, a historia construida do ponto de vista do educador matematico.

Assim, Miguel (1997) nos apresenta alguns desses argumentos, dos quais destacamos

0S seguintes:
= A Histdria é uma fonte de motivacéo para o ensino aprendizagem da matematica;
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= A historia constitui-se numa fonte de objetivos para o ensino da matematica;

= A historia constitui-se numa fonte de métodos adequados de ensino da matematica;

= A historia constitui-se num instrumento de formalizacdo de conceitos matematicos;

= A historia constitui-se num instrumento de conscientizacdo epistemologica;

= A historia € um instrumento que pode promover a aprendizagem significativa e
compreensiva da matematica.

E importante evidenciar que o autor em publicacdes posteriores constroi esses
argumentos em dois tipos (o epistemoldgico e o etico), bem como, argumentos questionadores
do uso da Histdria da Matematica.

Apos a construgdo discursiva do que vem a ser potencial didatico neste trabalho, temos
a seguranga ou 0s subsidios necessarios para elencar as possiveis potencialidades didatico-
pedagogicas do Liber Quadratorum, apoiados nos argumentos salientados por Miguel (1997).

Assim, apontamos as seguintes potencialidades a serem explorados a partir do
conteddo presente nas proposicoes deste livro do décimo terceiro século:

= Construcdo de diversas formas de encontrar as ternas pitagodricas;

= Atividades de potenciacédo de indice dois;

= A utilizacdo da histdria da humanidade;

= Ainvestigagdo da vida e obra de um matematico: Leonardo Fibonacci;
= InvestigacOes das representacdes numéricas;

» A evolucdo da linguagem (algébrica- geométrica — aritmética).

Entendemos que estas potencialidades por nos elencadas coadunam com o0s
argumentos que destacamos aqui, bem como, pertencem aos dois tipos de argumentos, tanto o
epistemoldgico como o ético que comentamos anteriormente. Desse modo, o educador
matematico tera a oportunidade e oS mecanismos necessarios para propor situacdes que
possam conduzir os alunos a (re) descoberta do conhecimento através dos problemas
historicos investigados, através de relagbes ou estudos bibliogréficos, para que nesta
perspectiva metodoldgica, eles aprendam o que e o porqué fazem ou sabem desta ou daquela
maneira, para que tenham oportunidade de construir sua aprendizagem por meio da aquisicéo
de conhecimentos e da redescoberta de principios e métodos (MENDES, 2009).

Dessa maneira, para que a Histdria da Matematica seja considerada como um elemento
(recurso) didatico para o ensino é importante que as abordagens historicas utilizadas em sala
de aula estejam vinculadas ao conteldo matematico a ser estudado, procurando encontrar
justificativas, fatos interessantes, 0s porqués e 0s para qués, necessarios para suprir a
curiosidade dos alunos (TRIVIZOLI e MARIOTTO, 2011).

Nesse direcionamento, a investigacdo historica do Liber Quadratorum pode ser
utilizada como uma aliada pedagogica no ensino e aprendizagem de conte(ldos matematicos.

Considerac0es Finais

Percebemos que o uso didatico-pedagogico das informagdes historicas pode em muito
contribuir para o ensino e para a aprendizagem de matematica, afinal, ha varios argumentos
para confirmar as potencialidades da histdria da matematica, no entanto, ha argumentos, como
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mostra Miguel (1997) e Miguel e Miorim (2004), que questionam essas potencialidades da
historia da matemaética voltada para educagdo/ensino.

Desta forma, temos que ser prudentes no que diz respeito ao uso das informagdes
historicas, com o intuito de assumirmos uma posi¢do intermediaria em meio a esses
argumentos, pois o0s dois extremos apresentam perigos para 0 ensino, ou seja, ndo podemos
assumir um papel em gue cola a historia da matematica como uma solucédo para tudo e todos,
bem como em uma posic¢ao que nao pode nada contribuir.

Assim, com o exposto nas se¢des anteriores, compreendemos que é possivel redefinir
o0 Liber Quadratorum para uma historia reescrita na visdo do educador matematico, ou como
Miguel (1997) nos prop6e uma histéria pedagogicamente vetorizada.

Uma vez que o uso de histdrias vetorizadas

Tentariam e tenderiam a privilegiar certos temas e ndo outros, determinados
problemas e métodos e ndo outros, a enfatizar a reconstituicdo, ndo apenas dos
resultados mateméticos, mas sobre tudo dos contextos epistemoldgico, psicolégico,
socio-politico e cultural nos quais esses resultados se produziriam, contribuindo,
desse modo, para a explicitacdo das relacfes que a matematica estabelece com a
sociedade em geral e com as diversas atividades teoricas especificas e praticas
produtivas setorizadas (MIGUEL, 1997, p. 101 - 102).

Neste sentido, a reconstru¢cdo do Liber Quadratorum para fins explicitamente
pedagogicos articulados com as demais varidveis que auxiliam no processo de ensino-
aprendizagem, pode assumir um papel pedagogicamente vetorizado, se contrapondo a uma
tendéncia tecnicista e aparentemente neutra do ensino da utilizagdo da histéria da matematica,
que pode em muito prestar grande auxilio para o educador matematico que queira tracar
caminhos que vao de encontro as necessidades do aluno.
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A importéncia do erro do aluno em processos de ensino e de aprendizagem

The importance of student error in teaching and learning processes

lvone da Silva Salsa
Universidade Federal do Rio Grande do Norte — UFRN/Brasil

RESUMO
Neste artigo, o objeto de minhas reflexdes é o erro do aluno na sua dimensao didatico-pedagdgica, isto
€, 0 erro em cenarios nos quais sdo desenvolvidos processos formais de ensino e de aprendizagem.
Pesquisas tém mostrado que, amiude, esse erro é percebido pelo professor como um elemento
negativo, quase sempre consequéncia da falta de aten¢éo ou de estudo do aluno, tendo como destino,
sua eliminacdo. No decorrer das discussdes aqui entabuladas, defendo a tese de que o erro do aluno,
gerado nas entranhas dos processos de ensino e de aprendizagem, constitui-se em uma ferramenta
mediadora do conhecimento, podendo ser um grande aliado as agdes didaticas do professor em suas
tarefas de ensino. Para sustentar minha defesa sobre o referido objeto de estudo teci minhas
discussbes, amparada nas ideias propostas por Giordan (1985); Aquino (1997); Luckesi (2006); Cury
(1994; 2005; 2007; 2008); Pinto (2002); Torre (2007); Hoffmann (2007). Esses e outros autores tém
iluminado minha jornada de estudos, ajudando-me a compreender mais profundamente o erro do aluno
na dimensdo didatico-pedagdgica. Com este artigo espero despertar a atencdo para este campo do
Saber, pois, acredito que a analise do erro do aluno tem muita contribuicdo a dar as a¢des didaticas do
professor, e, por isso mesmo, esse erro deve ser encarado como uma luz que traz a tona lacunas no
processo de aprendizagem, fornecendo dessa maneira, valiosas pistas para os procedimentos de ensino.

Palavras-chave: Erro do aluno; Formagéo docente; Avaliagéo.

ABSTRACT

In this article, the object of my reflections is the error of the student in his didactic-pedagogical
dimension, that is, the error in scenarios in which formal processes of teaching and learning are
developed. Research has shown that often this error is perceived by the teacher as a negative element,
almost always consequence of the student's lack of attention or study, having as its destination, its
elimination. In the course of the discussions here, | defend the thesis that student error, generated in
the bowels of the teaching and learning processes, constitutes a mediating tool of knowledge, being
able to be a great allied to the didactic actions of the teacher in his teaching tasks. In order to support
my defense of this object of study | have woven my discussions, supported by the ideas proposed by
Giordan (1985); Aquino (1997); Luckesi (2006); Cury (1994; 2005; 2007; 2008); Pinto (2002); Torre
(2007); Hoffmann (2007). These and other authors have illuminated my study journey, helping me to
understand more deeply the student's error in the didactic-pedagogical dimension. With this article |
hope to raise the 7attention to this field of Knowledge, because, | believe that the analysis of student
error has a lot of contribution to give to the didactic actions of the teacher, and, for this reason, this
error should be seen as a light that brings gaps in the learning process, thus providing valuable clues to
teaching procedures.

Keywords: Student error; Teacher training; Evaluation.

Introducéo

Em todo o contexto educacional e nivel de escolaridade no qual processos de ensino e
de aprendizagem sao desenvolvidos, podem ocorrer situagcdes nas quais erros produzidos pelo
aluno acontecam. Esses erros sdo particularmente Uteis em cenarios educativos nos quais o0
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conhecimento sistematizado € ensinado, pois, sendo gerados nas entranhas de tais processos
como resultado de uma construcdo do proprio aluno — enquanto protagonista do processo de
aprendizagem — eles podem desvelar sutilezas intrinsecas a forma de apropriacdo do
conhecimento pelo aluno.

Entretanto, ndo raro, para o docente, o erro do aluno é concebido como algo negativo,
devendo, portanto, ser evitado. A préatica pedagogica na sala de aula, ordinariamente impinge
uma espécie de culpa ao aluno quando as respostas por ele produzidas contrariam o “gabarito
oficial” do professor o qual ¢ a referéncia a balizar o certo e o errado. Sob a otica desse
gabarito, caracteriza-se justamente o erro cometido pelo aluno, e, nesse caso, alguma forma de
“castigo/punigdo” passa a ser encarada como algo natural e necessaria na acdo educativa.
(CENTENO, 1988; LUCKESI, 2006).

Em geral, a maioria dos professores, sistematicamente, alimenta a idéia de que 0s erros
cometidos por seus alunos — sejam em tarefas escolares, sejam em testes/provas — devem ser
atribuidos, exclusivamente, a fatores intrinsecos ao préprio aluno. E como se o erro fosse
produto apenas da aprendizagem, e esta, por sua vez, estivesse desvinculada do processo de
ensino. Ndo compreendo o erro sob essa perspectiva de méao Unica, sendo tdo somente uma
exclusividade do processo de aprendizagem. Para mim, muitos sd&o os caminhos que
conduzem o aprendiz na diregdo de uma resposta errada e esses caminhos podem ser tracados,
tanto no seio do processo de aprendizagem, quanto no de ensino. Por exemplo, quando o
aluno é consciente de que ndo sabe o conteudo do que lhe é questionado, e, ainda assim,
arrisca uma resposta qualquer (para ndo deixar em branco a questdo); ou talvez, ele, tendo
alguma nocéo sobre o conteldo solicitado, aposte em uma resposta que Ihe parece ser a mais
proxima daquela que julga ser a certa. E possivel também que, apesar de ter os conhecimentos
necessarios para responder o que lhe é pedido, ele seja induzido a uma resposta equivocada
por meio da propria questdo, ou melhor, da forma como esté estruturada a questio. As vezes
podem ocorrer situacdes nas quais, o aluno, com base em seus esquemas conceituais, acredita
estar respondendo corretamente a questdo quando, na verdade, sua resposta se apresenta
errada porque esta fundamentada em conceitos formados de maneira enviesada.

No que se refere as situacdes envolvendo conceitos construidos de forma equivocada,
ordinariamente o aluno alimenta a certeza de que sabia/sabe responder e, dai, € comum, por
ocasido da apresentacdo dos resultados de uma prova, o professor vivenciar cenas marcadas
por desapontamentos e perplexidades quando escuta algum aluno exclamar expressées do
tipo: mas, como tirei essa nota? Eu respondi tudo! Fiz tudo o que foi pedido! (Em tais
ocasides, a dimensdo do desapontamento do aluno parece ser diretamente proporcional a de
sua crenca na certeza de que respondeu corretamente). Situacbes como essa podem acarretar
uma sensacdo de fracasso, de incapacidade para o aluno, interferindo negativamente na sua
autoestima e provocando, do ponto de vista psicolégico, estragos que desencadeiam sensacgdes
de inseguranca, de revolta e frustracéo.

Diante do exposto, apresento aqui algumas ideias sobre o erro do aluno; ndo em
relacdo a qualquer erro, em qualquer circunstancia, mas, precisamente, em torno do erro do
aluno na sua dimensdo didatico-pedagogica, ou seja, aquele que é produzido pelo estudante
durante sua trajetoria na direcdo de conhecimentos sistematizados. Quero destacar que minhas
reflexdes sobre o referido erro foram construidas seguindo uma perspectiva teorica defendida
por autores que o consideram como um grande aliado do professor pela contribuicdo que ele
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pode oferecer as acGes de ensino, ao expor como 0 aluno processou a apropriacdo do
conhecimento sobre os objetos estudados em sala de aula. Por conseguinte, penso que o
debate ao redor desse erro é muito importante a formagéo docente.

Erro do aluno: um fator negativo ou um aliado as ac¢des de ensino?

Embora a presenca do erro no cotidiano da sala de aula seja um fato inevitavel,
amiude, ele desperta quase nenhum interesse para o professor. Por que isso acontece? Por que
esse erro é sempre mecanicamente enclausurado em uma escala de valores e transformado em
um ndmero cuja utilidade esta restrita tdo somente a pontuar conhecimentos apreendidos pelo
aluno? Que leitura nés, professores, fazemos acerca do erro no contexto didatico-pedagogico?
Muito provavelmente, a formacdo docente (a nossa formacéo!) foi (ainda é) carente em
disciplinas, ou mesmo, topicos/seminarios, sobre como tratar/encarar o erro do aluno. Como
se pode adotar uma pratica pedagogica no tocante ao erro do aluno se ndao ha uma base
epistemoldgica de sustentacao construida para tal, na formacao do professor?

Entendo que o erro do aluno ndo deve jamais ficar confinado tdo somente a limites
improficuos, delimitados por uma nota. Ao contrério, a leitura que o professor pode fazer
acerca do mesmo e fundamental para, dentre outras possibilidades, ter condi¢cBes de mapear o
que estd sendo, de fato, aprendido pelo aluno. Trabalhar o erro no sentido de suscitar
oportunidades para que o proprio aluno questione e reflita sobre sua prépria producdo é uma
forma propicia a construcdo do conhecimento daquilo que, conforme pode atestar o erro
apresentado, ainda carece ser mais profundamente aprendido. Sublinho que tais oportunidades
podem permitir que se desvelem possiveis conflitos cognitivos, e estes, quando afloram,
podem servir como pontos cardeais a nortear futuras estratégias didaticas para enfrentar esses
conflitos. Porém, a percepcdo desses pontos norteadores s6 pode ser construida com base em
um olhar perscrutador sobre o erro do aluno.

A auséncia desse olhar subtrai do professor a chance de melhor entendimento sobre a
aprendizagem do aluno, sobretudo em circunstéancias de correcdo de provas e testes, quando a
ele (professor) compete, exclusivamente, decidir até quanto vale a quantidade de acertos que
constam na resposta do aluno, caso esta ndo coincida integralmente com aquela exposta no
gabarito. Em geral, quando o professor dedica sua atencdo unicamente ao seu gabarito, ele
abdica da rigqueza contida na subjetividade subjacente ao erro do aluno, ao imprimir ao erro,
uma objetividade estéril que revela a sua (do professor) concepc¢do do que é avaliar. Via de
regra, a percepcdo de erro, sob esse prisma, denuncia uma concepg¢do de ensino atrelada a
uma Visdo positivista, na qual a verdade € absoluta, Unica e incontestavel.

Nessa concepcdo de ensino, o erro € percebido como algo que deve ser eliminado
porque contradiz aquilo que o professor acredita ter ensinado. No amago da questéo, o erro do
aluno torna-se apenas a matéria prima de um processo gerador de notas (médias/conceitos)
para o ritual burocratico de uma caderneta. Sera que as respostas erradas servem tdo somente
para isto?

Na pratica pedagdgica tradicional — permeada por ideias positivistas —, naturalizou-se
a percepcao do erro do aluno como fruto de fatores intrinsecos ao préoprio aluno. Nessa otica,
a raiz do problema — o erro — estd sempre no aluno e, no bojo do processo de ensino-
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aprendizagem, a funcdo desse erro quase sempre esta restrita, apenas, a ser um indicador de
sucesso ou de fracasso do aluno. SALSA (2003), LUCKESI (2006).

Entretanto, com a difusdo das ideias construtivistas, o erro assume outra conotagéo:
aquela imagem negativa emoldurada pelo carater punitivo que historicamente o acompanhara,
cede lugar a percepcdo do erro como um elemento pleno de oportunidades que podem ser
exploradas na constru¢do do conhecimento. Oportunidades estas que pavimentam caminhos
de novas e estratégicas ideias para o aluno interagir com o objeto de estudo na construgédo de
seu conhecimento.

A abordagem construtivista a partir da obra de Piaget tem outra visdo do erro. [...]
apresenta uma visdo bem mais aberta, aceitando os erros cometidos pelos alunos e
até estimulando a sua ocorréncia, considerando as possibilidades que se abrem para
0 sujeito construtor do conhecimento (CURY, 1994, p.82).

Sob essa perspectiva, o erro do aluno nao é compreendido como um estigma no
processo de ensino-aprendizagem, mas, ao contrario disso, ele é percebido como sendo
portador de valiosas pistas, subjacentes as dificuldades dos alunos e, por isso mesmo, nessa
diretriz de pensamento, ele se torna uma luz a balizar a¢cdes docentes no processo de ensino-
aprendizagem. (AQUINO, 1997; CURY, 1994, 2005a, 2005c, 2007, 2008; GIORDAN, 1985;
LUCKESI, 2006; PINTO, 2000; SALSA, 2003; TORRE 2007).

Assim, arrimada por esse referencial teorico, defendo que o erro do aluno deve ser
compreendido como um possivel elemento constituinte do conhecimento, sendo um meio
capaz de permitir, ao professor, 0 acesso a forma de encadeamento da construcdo de conceitos
nos processos de aprendizagem do aluno.

Como assinalado, na matematica escolar tradicional, o erro é uma espécie de ‘virus’
que deve ser eliminado. No entanto, como mostrou Piaget, numa pedagogia ativa ele
tem um carater mais ‘nobre’: o erro deve ser reconhecido como elemento
constitutivo da construgdo do conhecimento. Do ponto de vista didatico, a
compreensdo do erro nessa perspectiva € uma oportunidade que se oferece ao
professor para ajudar os alunos a aprenderem mais — 0 que implica dar um sentido
ético ao trabalho docente (PINTO, 2000, p. 24).

Portanto, de acordo com essas ideias, o erro do aluno pode trazer consigo um leque de
oportunidades para compreender com mais nitidez os porqués das dificuldades do estudante;
as origens dos equivocos que permeiam a construcdo dos conceitos por ele aprendidos; nesse
sentido, esse erro pode ser explorado como estratégia didatica.

As intervencdes do professor ndo pretendem limpar o caminho de dificuldades, nem
evitar os erros, nem provoca-los, mas utiliza-los quando surgem. [...] N&o ha erro
quando ndo se atua. Desse modo, se passa da evitacdo sisteméatica do erro
(aprendizagem como dominio de conteidos) a sua utilizacdo como estratégia para o
ensino-aprendizagem de procedimentos (TORRE, 2007, p. 27).

Para usar o erro do aluno como uma ferramenta didatica, e ndo como uma ferramenta
para gerar notas, € imprescindivel que o professor mude sua concep¢do de ensino e,
consequentemente, sua percepcdo sobre esse erro. Ha erros e erros! Ao professor compete
analisa-los, subtraindo-lhes o carater punitivo — maximizado em circunstancias de
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provas/exames quando funciona como um atestado de validade de um produto final chamado
nota — enxergando-os como uma porta de acesso aos processos de formacdo dos
conhecimentos do aluno. Isto representa, indubitavelmente, um grande avango na formacao
docente.

Ao considerar o erro como estratégia didatica construtiva, levanto a hipdtese de que
a passagem de uma visdo condutivista — em que o erro é avaliado como produto —
para uma visdo construtivista — na qual ele é avaliado como parte do processo —
apresenta-se como uma possibilidade para a mudanca do ensino (PINTO, 2000,
p.23, grifo da autora).

Para Esteban (2006) o erro tem um valor estratégico quando o docente entende que a
avaliacdo do aluno ndo se resume a uma prova, com um objetivo demarcado por uma nota,
numa perspectiva de uma avaliacdo classificatoria, mas, ao contrario, percebe-o como uma
possibilidade de didlogo entre as possiveis respostas produzidas pelo aluno e os significados
explorados nas questBes propostas. Nesse sentido, o erro esta inserido no processo de
aprendizagem e tem seu valor no bojo desse processo. Concordo plenamente com o seguinte
pensamento:

O erro ndo é resultado da impossibilidade de aprender, é parte do processo em que 0
conhecimento se tece. O valor negativo que lhe é atribuido, na prética classificatoria,
decorre da impossibilidade de reconhecimento e validagcdo do conhecimento que
nele se faz presente (ESTEBAN, 2006, p. 90).

Por que nds, docentes, sempre associamos 0 erro produzido pelo aluno no contexto
didatico-pedagdgico como uma construgdo unilateral, na qual subjaz a percepcao: o aluno é
quem deve estudar mais, ele é quem ndo presta atencdo, ele € quem ndo tem base para
acompanhar o que lhe é ensinado etc. etc. etc.? Por que normalmente ndo estamos dispostos a
pesquisar 0s motivos subjacentes a esse erro? Serd que o aluno errou por uma interpretacao
equivocada quando leu a questdo? Sera que essa interpretacdo enviesada se deu por que ele
recorreu a um raciocinio logico invalido, ou sera que a prépria estrutura da questdo o induziu
ao erro? Sera que nos, professores, diante de certos tipos de erros recorrentes, debru¢camo-nos
sobre as questdes que elaboramos a fim de verificar se ha alguma relacdo entre essas questdes
e esses erros recorrentes? Esses questionamentos sdo de indiscutivel importancia para o
processo de ensino-aprendizagem, e, por isso, nos, professores, ndo os deveriamos perder de
vista no cotidiano de nossas de aula.

Em momentos de avaliacdo, sobremodo, o erro do aluno assume o apogeu de “funcao
reguladora”, no tocante aos resultados (notas) das provas, sendo uma espécie de “linha
divisoria” a separar os alunos “culpados” dos ndo “culpados”. Nem sempre o aluno erra uma
questdo porque ndo estudou, ou seja, porque tem “culpa”. As vezes ele estuda, estuda e
estuda, no entanto, ¢ “perseguido” por um renitente obstaculo epistemologico — ndo percebido
pelo professor — que Ihe trava a mente quando da formag&o de um conceito.

A professora e pesquisadora Jussara Hoffmann (2007), ao se referir as praticas
avaliativas de carater classificatorio — o erro do aluno é um elemento central no contexto
dessas praticas — afirma que professores do Ensino Médio e do Ensino Superior resistem mais
as discussdes sobre a pratica tradicional, do que os do Ensino Fundamental. O pensamento
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dessa pesquisadora, acerca da avaliagdo nos cursos superiores e no Ensino Médio é o
seguinte:

[..] é um fendbmeno com caracteristicas seriamente reprodutivistas. Ou seja, 0
modelo que se instala em cursos de formacgdo é o que vem a ser seguido pelos
professores que exercem o magistério nas escolas e universidades. Muito mais forte
que qualquer influéncia teérica que o aluno desses cursos possa sofrer, a pratica
vivida por ele enquanto estudante passa a ser o modelo seguido quando professor
(HOFFMANN, 2007, p. 110).

Historicamente, em todos o0s niveis de ensino, a prova € utilizada como instrumento
mor em avaliacdes escolares e nas universidades, sobremaneira em disciplinas das Ciéncias
Exatas. Tal instrumento € uma caixa de ressondncia de indicativos/pistas associadas ao
processo de ensino-aprendizagem, a partir das respostas dos alunos, mormente daquelas
consideradas erradas. Estas sdo as que noticiam fatos importantes referentes, tanto ao aluno
em suas formas de expressar 0 seu processo de aprendizagem, quanto ao professor, na
dimensdo de suas acBGes de ensino. Malgrado sua importancia, muitas vezes esses fatos,
trazidos a tona com base em uma analise do erro do aluno, passam ao largo da percepcao do
professor, para quem, ndo raro, esse erro serve apenas como veiculo por meio do qual se
materializa a sua (do professor) prestacdo de contas no exercicio de seu ensino: o ritual de
notas e conceitos.

Quantas vezes a prova, um leque de possibilidades educativas, torna-se, em
consequéncia da forma como é conduzida pelo professor, uma verdadeira arma psicoldgica!
Em geral, na area das Ciéncias Exatas as provas assumem um cardter eminentemente
classificatério e em minha (longa) convivéncia com professores dessa area tenho percebido
que, via de regra, a maioria desses professores encaram o erro do aluno tdo somente como um
sinal de falta de empenho/estudo ou falta de atencéo.

As vezes, durante minhas aulas da disciplina de Estatistica Basica, meus alunos da
Licenciatura em Matematica deixam transparecer certo nervosismo e inquietude, em vésperas
de certas provas, como se estivessem em estado de ansiedade, de inseguranca e de medo! E
como se aquela particular prova estivesse sendo usada como um castigo prévio para induzir o
aluno a estudar! Sera que cenérios educativos nesses moldes desenvolvem o gosto pelo estudo
e proporcionam bem-estar para o aluno? Sera que o estudo, em condic¢des tdo indspitas ao
espirito, pode ser algo agradavel a alguém? Quando ministrei a disciplina Estatistica Aplicada
a Educacdo tive a oportunidade de conviver com alunos de Pedagogia e perceber que
esmagadora maioria deles nutria um medo/angustia quando os assuntos trabalhados
envolviam a Matematica; qual a origem desse medo/angustia externado por tantos alunos da
area da Pedagogia? E possivel que a génesis desse medo tenha acontecido em remotos
periodos escolares, quando, em algum momento precedente a uma prova de Matematica, a
tensdo e 0 medo marcaram presenca na vida do estudante...

Os professores utilizam as provas como instrumentos de ameaca e tortura prévia dos
alunos, protestando ser um elemento motivador da aprendizagem. [...] O estudante
devera se dedicar aos estudos ndo porque 0s conteldos sejam importantes,
significativos e prazerosos de serem aprendidos, mas sim porque estdo ameacados
por uma prova. O medo os levara a estudar. (LUCKESI, 2006, p.18-19).

REMATEC/Ano 12/n. 26/set.-dez. 2017, p. 86 - 99



92

Professores com essa postura ajudam a fortalecer o mito de que 0 acesso aos
conhecimentos associados a contetdos inerentes as Ciéncias Exatas (em especial, aqueles da
Matematica!) € restrito a uns poucos iluminados, sendo o erro do aluno, em situagbes de
provas, uma espécie de vitrine a expor falta de estudo/atencdo e, sobremaneira, de
conhecimentos. Assim se caracteriza um cenario educativo desfavoravel a alegria e ao prazer
em aprender, € um cenario que ajuda a cristalizar no aluno, ainda mais, a sensacdo de
incapacidade em alcancar os contetdos ensinados na area dessas Ciéncias.

No tocante ao ensino da Matematica — € importante atinar para isto — trés tipos de
linguagem estdo presentes no discurso do professor: a lingua materna, a linguagem dos
simbolos e a linguagem usada na apresentacdo de graficos ou de desenhos geométricos. Essas
linguagens quando ndo estdo em sintonia com a aprendizagem do aluno podem gerar
dubiedades que provocam respostas erradas, as quais, por sua vez, podem trazer “sugestdes”
de como o professor deve proceder no concernente a esses discursos matematicos.

A prova como um instrumento de avaliacdo pode se transformar em um cenario de
oportunas acdes educativas desde 0 momento de sua aplicacdo até o de sua corregdo, se, em
tais circunstancias, o erro do aluno for encarado como algo positivo no processo de
aprendizagem. Porém, infelizmente, ndo raro o professor desperdica as oportunidades
oferecidas por esse erro, nesse momento educativo de especial importancia, a prova, quando
ele (o erro), na corregdo, assume visibilidade maxima, tornando-se o centro das atenc¢Ges para
o docente, pois, para muitos professores avaliar € tdo somente aplicar uma prova e pontuar as
respostas de cada aluno segundo seus respectivos erros.

Sob essa perspectiva, o resultado de uma avaliacdo € um fim em si mesmo e ndo um
meio para um novo olhar, uma porta aberta a reflexdes sobre o processo de construcdo do
conhecimento, através da qual pode transitar, em mao dupla, o binbmio ensino-aprendizagem.

A prova ainda representa, na pratica docente de muitos professores, o Unico
significado de avaliagdo. Mesmo como instrumento de avaliacdo, é preciso que o
professor pare para refletir sobre o que a resposta escrita do aluno numa prova pode
Ihe dizer sobre o seu desenvolvimento, suas estratégias, suas concepgdes, suas
habilidades e que rumo tomar na continuidade de sua pratica pedagogica
(GITIRANA, 2006, p. 63).

Acredito que, quando o erro produzido pelo aluno é reduzido meramente a uma funcéo
de porta-voz de uma nota, sdo desperdicadas possibilidades didaticas proveitosas as quais
poderiam proporcionar, ao aluno, situacfes facilitadoras ao desenvolvimento de suas
habilidades cognitivas de cunho argumentativo. Sob esta ética, 0 erro deveria se constituir em
um motivo a mais para reflexdo e analise sobre 0s processos que permeiam a construcdo do
conhecimento do aluno, promovida pela acdo pedagogica do professor. Esta, por sua vez,
também deveria estar comprometida, entre outras coisas, em oferecer ao aluno uma formacéo
que contemplasse o desenvolvimento de competéncias para tomar posi¢des e raciocinar com
independéncia.

Vale entdo perguntar: corrigir, por qué? A questdo que deve ser feita é se tal
correcdo favorece a compreensdo e desenvolvimento da autonomia dos alunos. Ou
seja, se o fato de o professor apontar ou retificar suas respostas contribui para a
possibilidade de o estudante tomar consciéncia das contradi¢cGes. (HOFFMANN,
2007, p.64)
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Grosso modo, nas provas, 0s erros sdo associados a desempenhos pifios do aluno e
provocam nos docentes reages semelhantes que circulam em torno de trés eixos: falta de
estudo, e/ou, de atencéo, e/ou, caréncia de conhecimentos prévios necessarios a aprendizagem
de conceitos trabalhados em sala. Muitas sdo as oportunidades educativas descartadas, quando
o0 docente ndo concentra a devida atencdo na forma como o erro do aluno se manifesta, pois,
ha erros e erros, ou seja, eles ndo podem ser rotulados da mesma forma, tampouco tratados da
mesma maneira. O erro do aluno quando bem explorado pelo professor, pode se converter em
uma luz, alumiando os caminhos na dire¢cdo de um ensino capaz de promover uma solida
aprendizagem, apontando, inclusive, possiveis situacdes enviesadas atreladas ao proprio
processo de ensino.

O erro traz consigo, pois, um novo enfoque do ensino. Nao seria pretensioso afirmar
que a reflex@o sobre o erro ndo sé introduz uma nova dimenséo metodol6gica, como
uma renovacao didatica. O ensino deixa de ter sentido em si mesmo para se tornar
mediacdo para a aprendizagem (TORRE, 2007, p. 48, grifo do autor).

A resolucdo de uma prova, por exemplo, quando acontece de acordo com uma
intencionalidade circunscrita ao mostrar como se faz, a fim de que o erro ndo se repita,
desvela uma concepcao de ensino na qual o erro é encarado como algo danoso e, como tal,
precisa ser eliminado. Em tais ocasides, o professor, arauto das verdades, encarrega-se de
cumprir a nobre missao de extirpar o erro, sem lancar sobre ele nenhum olhar perspicaz que
possa detectar sutilezas a ele subjacentes as quais, se devidamente exploradas, poderiam
subsidiar comentarios acerca do mesmo, criando-se inclusive, um ambiente propicio ao
diadlogo com os alunos, sem constrangimento qualquer diante do erro.

Um professor pode atribuir uma qualificacdo a margem dos erros cometidos pelo
aluno? Minha resposta € que, enquanto considerarmos a avaliagdo como resultado, a
dimensdo negativa do erro presidira nossas decisGes, e que se, ao invés disso,
propusermos uma avaliacdo informativa, o erro adquirira um carater construtivo
(TORRE, 2007, p. 93).

Quantas vezes o docente apenas identifica o erro como sendo um agente de um ritual
académico indispensavel o qual culmina em uma nota! Quantas vezes o professor ndo se
interessa em analisar o teor da resposta produzida por seu aluno simplesmente porque, ao
divergir do gabarito, a verdade proclamada na resposta certa, essa producdo ndo tem valor.
Quantas vezes o professor, independentemente do teor dos erros manifestados por seus
alunos, segue adiantando o programa da disciplina para cumprir cronogramas, sem refletir
sobre seu ensino diante dos erros, e, tampouco os comentar. Quantas vezes o professor
entende que, de sua parte, 0 ensino esta ocorrendo, e, se 0s alunos ndo aprendem o problema
estd neles: eles ndo prestam atencdo, eles ndo estudam, eles ndo se interessam; enfim, é
sempre o mesmo “estribilho”, s6 muda o enderego da sala de aula.

Penso que, para nos, professores, € deveras importante estarmos atentos ao recado
desses erros; eles dao visibilidade as dificuldades na aprendizagem do aluno, dai, cientes
dessas dificuldades poderemos desenvolver estratégias de ensino mais focadas nos pontos
mais frageis dessa aprendizagem e desencadear confrontos conceituais, tomando o préprio
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erro  como referéncia, para trabalhar  possiveis  obsticulos  epistemologicos.
Consequentemente, sob esse prisma, eu defendo a tese de que a andlise de erros tem uma
importante funcdo dentro das acGes de ensino. Sobre esse aspecto, estou em sintonia com 0
pensamento, exposto a seguir, para o qual a anélise de erros ndo esté restrita a uma abordagem
de pesquisa:

[...] também é uma metodologia de ensino, podendo ser empregada quando se
detecta dificuldades na aprendizagem dos alunos e se quer explora-las em sala de
aula. Mas como detectar essas dificuldades, refletir sobre elas e criar atividades
apoiadas nos erros, ndo aceitando a existéncia de tais erros? (CURY, 2007, p. 91).

Perceber o erro como possibilidade didatica para intervencdes nas acdes de ensino
significa dar um enorme salto qualitativo na formacao do professor no tocante a percepcao de
erro na sua dimensdo didatico-pedagogica. Sobre isto, comungo plenamente com as seguintes
ideias:

O erro como resposta incorreta ou produto final € negativo, embora mude seu
sentido se reutilizamos como informacao para os processos seguintes. E isso que
quero dizer com a expressdo ‘sensor de problemas’. O erro é um indicador ou sensor
de processos que ndo funcionaram como esperavamos, de problemas ndo-resolvidos
satisfatoriamente, de aprendizagens ndo alcancadas, de estratégias cognitivas
inadequadas. E, sabendo disso, podemos intervir didaticamente para melhorar
situacBes posteriores (TORRE, 2007, p. 67).

Naturalmente que, na caminhada reflexiva em direcdo ao erro do aluno, ainda falta
muita estrada (mudancas!) até que o professor atine para a fertilidade desse erro, encarando-o
como proficuas oportunidades as suas a¢oes de ensino, de modo que elas (as a¢bes) produzam
bons frutos no processo de aprendizagem. Indubitavelmente, penso que é preciso muita
reflexdo, da parte do professor, sobre a sua pratica pedagdgica para que realmente aconteca
uma transformacdo na arraigada percepcdo negativa sobre o erro do aluno. Para mim, nao
parece ser uma tarefa facil expurgar a compreensdo do carater negativo desse erro e, pari
passu, converter essa compreensdo numa percepcdo de erro como sendo um aliado, uma lupa
a estampar detalhes do processo de aprendizagem que podem ser Uteis ao planejamento das
acOes pedagogicas do professor. Creio que qualquer processo de significativas e radicais
mudancas exige certo periodo de maturacdo; no caso particular do modo de enxergar o erro do
aluno, ndo ha mudancas sobre o fazer pedag6dgico do professor que prescinda de reflexdes e
de esforcos movidos, principalmente, pela vontade politica de abragar a mudancga, da parte de
cada professor.

No tocante a caréncia de conhecimentos prévios do aluno para compreender certos
assuntos — e isto é sempre um aspecto causador de erro — tenho sido testemunha de
comentarios de professores — em tom de queixa — de que certos alunos ndo tém a minima
condicdo de acompanhar um curso de graduagdo porque lhes faltam conhecimentos
matematicos do Ensino Fundamental e Médio. (Ao longo de minha atuagdo como professora
de Estatistica no curso de Licenciatura de Biologia e de Matematica, assim como no curso de
Pedagogia pude constatar casos de erros que atestam essa caréncia em conhecimentos basicos
de Matematica). Essa € uma realidade que parece acontecer também em outras universidades,
conforme declarou a professora de Matematica, Helena Cury (1994):
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E freqilente a reclamacio dos professores de erros em contetdos considerados pré-
requisitos, e & compreensivel essa atitude, visto que, ao planejar um curso
universitario, parte-se do pressuposto de que os alunos conhecem os conteudos de 1°
e 2° graus e estdo aptos a atingirem novos patamares de raciocinio, deducdo e
generalizacdo. Quando isso ndo acontece, o professor sente-se obrigado a repetir
explicacbes sobre conteldos elementares, ficando impedido de aprofundar os
conteldos que fazem parte da disciplina universitaria (CURY, 1994, p. 133).

Este também é um aspecto que pode ser desvelado para o professor pela analise do
erro do aluno, se para este professor o erro for encarado como um instrumento pedagdgico.
Além disso, este erro pode também revelar conflitos de cunho epistemoldgico geradores de
ricas situacdes pedagogicas se o professor souber aproveité-las, pois, por meio do erro ele
pode incitar o0 aluno a questionar-se: como 0 que parecia sempre verdadeiro, 0 que sempre
dava certo, pode, de repente, ndo funcionar? Por que assim acontece? Sd0 questionamentos
por demais oportunos e Uteis para o trabalho pedagdgico diante de possiveis obstaculos
epistemoldgicos. Para Giordan (1985), o erro do aluno € algo indispensavel na construcdo do
saber frente a resisténcia de ideias preconcebidas.

[...] un ‘paso obligado’, posto que el saber se construye, y esta construccién se
enfrenta a ciertas resistencias: las primeras evidencias, las ideas preconcebidas, los
habitos que representan obstaculos epistemoldgicos frente a la construccién del
saber (GIORDAN, 1985, p. 11).

Sdo tais obstaculos epistemoldgicos que muitas vezes podem conviver
veladamente, por longo tempo, com as acdes docentes sem serem percebidos pelo professor.
O erro, em casos desse tipo, tem reais possibilidades de denunciar esses obstaculos, deixando
a mostra pontos de conflito que, talvez jamais, fossem revelados por outra fonte informativa
na ambiéncia escolar. Assim sendo, ele pode ser uma lente através da qual a visibilidade das
distor¢des/lacunas no processo de ensino-aprendizagem pode apontar novos caminhos
metodolégicos na acdo didatica do professor. Essa percepcao de erro subsidiard o professor na
busca por um tratamento pedagdgico mais adequado para enfrentar as peculiaridades inerentes
as situacdes emergentes a partir dos erros investigados. (GIORDAN, 1985; GOERGEN;
SCHUBRING, 1998).

E justamente por comungar com idéias para as quais os erros — quando bem
explorados pedagogicamente — podem se consubstanciar em férteis momentos educativos,
oportunizando uma aprendizagem significativa, que insisto em concebé-los como uma
ferramenta de grande utilidade para o processo de ensino-aprendizagem.

O aluno, frente ao proprio erro, pode ser instigado, pela acdo mediadora do professor,
a assumir uma atitude investigativa sobre possiveis contradigdes entre suas antigas
representacfes mentais e novos significados surgidos a partir do confronto dialético com seu
préprio erro. Nesse confronto, o professor pode ajudar o aluno a experimentar um processo de
reconstrucdo de seus antigos conhecimentos, de modo que ele incorpore novos conceitos e
consiga avancar em relacdo a cientificidade dos conhecimentos por ele adquiridos.

Penso que essa postura docente em relacdo ao erro apresenta uma estreita ligagcdo com
a propria concepcdo que o professor tem sobre o ensino e a aprendizagem e,
conseqiientemente, sua forma de compreender o papel do erro no contexto didatico-
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