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Ensino de contetidos matematicos usando a sequéncia prateada

Teaching mathematical content using the silver sequence

Paula Catarino
Universidade de Tras-os-Montes e Alto Douro — Vila Real/Portugal

RESUMO

Muitas t€m sido as sequéncias de numeros estudadas e que servem de motivagdo para o ensino de
matematica. E disso exemplo a bem conhecida sequéncia de Fibonacci, ndo sé pela sua ligagdo com
varias formas da natureza, com a arte, com o belo, com a harmonia e o nimero de ouro, mas também
pelos mais variados desafios que proporciona aos professores para ensinar conteudos matematicos
usando as suas propriedades. Neste artigo dedicamos a nossa ateng@o a uma outra sequéncia de niimeros
- a sequéncia prateada - ainda pouco divulgada na literatura, apresentando, sucintamente, algumas das
suas interessantes propriedades ¢ mostrando que também ela pode ser Gtil no ensino de alguns contetidos
matematicos.

Palavras-chave: Sequéncia de nimeros. Trigonometria. Geometria. Ensino de matematica.

ABSTRACT

A number of sequences of numbers have been studied and used to motivate for teaching mathematics.
An example is the well-known Fibonacci sequence, not only for its connection with various forms of
nature, with art, with the beautiful, the harmony and the golden number, but also the most varied
challenges that provides teachers to teach mathematical content using its properties. In this paper we
will focus our attention to another sequence of numbers - the silver sequence - still little known, briefly
featuring some of its interesting properties and showing that it can also be useful in teaching some
mathematical content.

Key Words: Sequence of numbers. Trigonometry. Geometry. Teaching of mathematics.

1. Introducao

Os numeros, desde muito cedo foram para a humanidade uma ferramenta primordial
para a resolug@o dos problemas do dia-a-dia. A Teoria de Numeros ¢ a ciéncia que tem, como
um dos objetivos principais, estudar as propriedades e relagdes entre os niumeros.

Os numeros tém sido uma importante ferramenta em diversas areas da matematica,
servindo de apoio para resultados significativos, ndo s6 em matematica, como em ciéncias afins.
Existem muitas referéncias publicadas de trabalhos relacionados com os conceitos basicos da
Teoria de Numeros e suas aplicacdes, (ver, por exemplo, (KOCH, 1997), (LANDAU, 1999),
(ALENCAR, 1989), entre muitos outros).

Muitas tém sido as sequéncias de numeros que tém sido estudadas, destacando-se os
estudos da bem conhecida sequéncia de Fibonacci (e consequentemente da sequéncia de Lucas)
que esta relacionada com a razdo durea. Muitos sdo os artigos publicados, desde muito cedo,
acerca da sequéncia de Fibonacci, como ¢ o caso de (HOGGATT, 1969) e de (VOROBIOV,
1974), entre outros e mais recentemente temos o caso de (CALDWELL; KOMATSU, 2010),
(LAURO, 2005), (MARQUES, 2013), (SHATTUCK, 2013), (SUNG, 2012) e
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(WILBERSTAEDT, 2004). Sao conhecidas interessantes propriedades relacionadas com esta
sequéncia que esta intimamente ligada com vérias formas da natureza, com a arte, com o belo,
com a harmonia, etc. e ¢ talvez uma das sequéncias mais estudadas desde sempre.

Neste artigo propomo-nos estudar uma outra sequéncia de nimeros - a sequéncia prateada -
ainda pouco divulgada, que se define por recorréncia, tal como acontece com a sequéncia de
Fibonacci, e a qual esta ligada o namero irracional 1 ++/2 que, ao longo do texto, sera denotado
por &. Procuraremos, tanto quanto possivel, dar uma visdo clara acerca de alguns resultados
interessantes envolvendo esta sequéncia, comegando por introduzir uma breve referéncia ao
nimero prateado § e as suas relagdes com alguns contetidos matematicos ja conhecidos.
Seguidamente, apresentaremos, de forma mais detalhada, a sequéncia prateada, referindo
algumas das suas propriedades gerais e apresentaremos algumas ligagdes desta sequéncia com
conteudos de matematica elementar e que podem ser usadas para os ensinar aos nossos jovens.

2. O numero prateado e o seu conjugado

De acordo com algumas publicagdes em Teoria de Ntimeros, pensa-se que o niimero v'2
tenha sido o primeiro niumero irracional, reconhecido como tal, sendo esta descoberta atribuida
a Hipaso de Metaponto™® da escola pitagdrica. Até se pensa que este filosofo grego foi expulso
da escola pitagorica quando provou a existéncia deste tipo de nimeros — os nimeros irracionais.
Até entdo os pitagdricos pensavam que apenas 0s numeros racionais eram aqueles que podiam
descrever toda a geometria e como tal esta descoberta veio colocar em causa toda a teoria que
era defendida pela escola pitagorica. Nao ¢ proposito deste artigo, debrugarmo-nos sobre a
histéria do aparecimento deste nimero e de outros numeros irracionais, mas apenas registar esta
curiosidade que pode servir de mote para um desafio a deixar aos nossos alunos como mais
adiante ¢ proposto. De qualquer modo, para um leitor mais interessado podera consultar, por
exemplo, (PALHARES, 2004), onde encontrara uma breve explicagdo acerca deste tema, a
demonstracio da irracionalidade de V2 e outros temas ligados com a historia do aparecimento

dos variados conjuntos de nameros que hoje conhecemos. O numero irracional V2 ndo é mais
do que a medida do comprimento da hipotenusa de um tridngulo retdngulo cujos catetos sao
iguais ¢ medem 1 unidade de medida (Figura 1).

1

Figura 1: Tridngulo retdngulo cujos catetos medem 1 unidade de medida®’

36 Filosofo grego, membro da escola pitagdrica, nasceu em torno do ano 500 a.C. em Metaponto, cidade grega da
Magna Grécia situada no Golfo de Tarento, ao sul do que agora ¢ a Italia.

57 Imagem retirada de http://www.google.pt/search?hl=pt-

PT &site=imghp&tbm=isch&source=hp&biw=1024&bih=509&q=aparecimento+de+ra%C3%ADs+de+dois&oq

=aparecimento+de+ra%C3%ADs+de+dois&gs 1=img.3...1640.13453.0.14390.31.15.0.16.16.0.328.1860.8j6;0j 1.
15.0...0.0...1ac.1.11.img.tcWSEUdW5zo#imgrc=2uo_D2rxZtrozM%3A%3BaFVPy67fthycPZM%3Bhttp%253A

%252F%?252Fupload.wikimedia.org%?252Fwikipedia%252Fcommons%252Fthumb%252F %2 52Ff2%252FSqu
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Basta utilizarmos o célebre Teorema de Pitagoras e de imediato verificamos que a medida do
comprimento da hipotenusa do tridngulo representado na Figura 1 é exatamente igual ao

numero V2. A partir deste nimero irracional consideremos um outro niimero irracional dado

por 1 + V2 que, doravante, denotaremos por § e que designaremos de numero prateado.
Notemos que

§=1++2 ~2,4142135623...
e neste texto também iremos ter em conta o seu conjugado § =1—+/2 .

1. A sequéncia prateada

Associado ao nimero prateado § temos a chamada sequéncia prateada de quem nos
ocuparemos detalhadamente a seguir. De forma analoga a muitas outras sequéncias de numeros
bem conhecidas, esta também ¢ definida por uma relacdo de recorréncia. Assim para
encontrarmos o termo geral de ordem n temos de conhecer os n — 1 termos anteriores da
sequéncia. Numa sequéncia os elementos estdo dispostos segundo uma determinada ordem e
sempre que conseguimos, definindo as condicdes iniciais, a seguir, definir os elementos
subsequentes a partir dos elementos anteriores, obtemos uma sequéncia que se diz estar definida
por recorréncia. A sequéncia prateada ¢ mais um exemplo de uma sequéncia que se define por
recorréncia, constituida pelos elementos

1,2,5,12,29,70, ...,

que sao alguns dos bem conhecidos nimeros naturais. Assim, esta sequéncia (P) », € definida
por

P, =1
pP,=2 ,n=3. (1).
Py =2P, 1+ Py

Até agora a sequéncia prateada foi representada por uma equacao de recorréncia.
Encontraremos a expressdo de P, (n € N), sendo N o conjunto dos numeros naturais,
envolvendo apenas o indice n e usaremos resultados conhecidos envolvendo relagdes de
recorréncia. Para relembrar alguns desses resultados com relagdes de recorréncia, consultar, por
exemplo, o capitulo 3 em (BALAKRISHNAN, 1996). Primeiro vamos encontrar as sequéncias
que satisfazem a equagdo de recorréncia a, = 2an,-1ta,—2, € dentre as solucdes, aquelas que
satisfazemaar=1eax =2.

Uma equagdo cuja incognita ¢ uma sequéncia (ax) » € que relaciona k termos, an, an+1,
... ,an+k—1 € chamada de equagdo em diferenga linear.

O proximo resultado dé-nos a solugdo de equagdes em diferencgas linear da forma

an + pan-1+ qan—2 =0,

are root of 2 triangle.png%252F200px-
Square root of 2 triangle.png%3Bhttp%253 A%252F%252Fpt.wikipedia.org%252Fwiki%252FRaiz_quadrada

_de_dois%3B200%3B200 no dia 26 de abril de 2013.

REMATEC/Ano 12/n. 24/jan.-abr. 2017, p. 103-117



106

onde p e g sdo constantes reais, isto &, p € g elementos do conjunto R, sendo ¢ ndo nula. De
referir que a prova deste resultado e o proprio resultado podem ser consultados em (GUSMAO,
2003), razao pela qual ndo apresentaremos aqui a sua demonstragdo. O resultado referido € o
seguinte:

Lema 1 (GUSMAO, 2003, Lema 1, p.61): A equagio em diferenca linear dada por
Xn + pxu-1 + qxn2=0
com x| =ai € x2=az, ai, a2 € Ren € N, possui uma tnica solugao.

Também em (GUSMAO, 2003) é referenciado um resultado que permite estabelecer a
ligacdo entre a anterior equagdo em diferenca linear e uma equagdo do 2.° grau com duas raizes
distintas. O resultado que relaciona estas duas equagdes € cuja demonstracdo se encontra
também em (GUSMAO, 2003), ¢ o seguinte:

Teorema 1 (GUSMAO, 2003, Teorema 2, p.61): Se a equagdo »* + pr + g = 0 possui raizes r|
e 1 distintas, a sequéncia a, = c1(r1)" + c2(r2)" onde n € N, c1, 2 € R, ¢ a solucao de x, + pxp-1
+qgxn2=0,Vn€N,n>2.

A equacdo de recorréncia (1) a que satisfaz a sequéncia prateada pode ser escrita da
seguinte forma

Po— 2P 1 — P =0, (2)
comp =—2eq=— 1. Entdo a equagdo caracteristica que lhe estd associada ¢ dada por:
r’—2r—-1=0,

que tem duas raizes distintas, 7 = 1 + /2. Pelo Teorema 1, temos que

Po=c(1+vV2)" + ¢, (1-2)" 3)

¢ solucao de (2).

Vamos agora determinar as constantes ¢, e ¢, de tal forma que P, = 1 e P, = 2. Para
tal, teremos de resolver o seguinte sistema de equagdes lineares nas incognitas ¢; € ¢, que €
dado por:

a(1+v2)+ c, (1-v2) =1
a(1+v2) + (1-v2) =2

Trata-se de um sistema possivel determinado com, portanto, uma tinica solugdo. Apds a

resolugdo do sistema suprarreferido, encontramos que
1

1
¢, = —ec — )
17 5z "2 22
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Logo substituindo estes valores em (3), obtemos, paratodoon € N,
1 n n
po= = (1+v2)" - (1-v2)"),

que ¢ a formula geral dos termos da sequéncia prateada, equivalente a bem conhecida formula
de Binet tio bem conhecida para a sequéncia de Fibonacci. Tendo em contaque § = 1+ 2 e

5=1-+2 , entdo a equagdo anterior toma agora o seguinte aspeto:
1 —_
Pn = ﬁ (6"’ - 6"’) (4)

Ja a seguir, neste texto, apresentaremos uma outra expressdo para §" e para 8",
envolvendo o niumero prateado e seu conjugado e ainda a expressao geral dos termos de ordem
n e de ordem n-1 da sequéncia prateada.

3. Algumas propriedades da sequéncia prateada
A seguir demonstramos algumas das propriedades gerais desta sequéncia.

3.1 —Sendo (P»). a sequéncia prateada definida como em (1) e considerando o nimero prateado
8§ =1+ /2, temos que:

P6=6
>

{Pn6= sm — n_l,n_2. (5)
Demonstragdo: Utilizando indugdo matematica, temos que paran = 1, P;§ = §, uma vez que o
primeiro termo da sequéncia prateada ¢ igual a 1, o que mostra a veracidade desta igualdade.
Suponhamos agora que ¢ verdade para n que B,6 = 6" — P,,_; e mostremos que tal igualdade
continua a ser verdade para n + 1. Assim temos que, §"*1— P, = 66" — P, =
(P8 + Poy)— By = P82+ Py y8— P = P(3+V2)+ Py (14+V2)— B, = 2P, +
Pooi+ V2(2Py+ Poy) = (14V2)(2B + Pyoy) = (1+V2) Pyyy = Ppysd, como
pretendiamos demonstrar.

A proxima propriedade (semelhante a anterior) demonstra-se de modo anélogo, dai a
razao de ndo ser aqui apresentada a sua demonstracao.

3.2 — Sendo (P,). a sequéncia prateada definida como em (1) e considerando o conjugado & =
1 - V2 do ntimero prateado § = 1 + /2, temos que:

P1(§=6
_ _ ,n=2. 6
{Pn5= 8" — Ppyq " ©)

Uma formula bem conhecida da sequéncia de Fibonacci (e ja referenciada antes neste
texto) ¢ a chamada férmula de Binet. Também, no caso da sequéncia prateada, temos o
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equivalente a formula de Binet que ¢ a formula (4), j4 apresentada. Agora voltamos a apresentar
a mesma formula, mas aparecendo como consequéncia das propriedades anteriores. Assim
temos que:

3.3 —Sendo (P»). a sequéncia prateada definida como em (1) entdo o termo geral desta sucessao
pode ser calculado através da seguinte expressao geral:

P, = g((Y" — &™), paran > 1. (7)

Demonstragdo: para chegarmos a esta expressao (7) do termo geral de ordem » da sequéncia
prateada, basta subtrairmos as expressdes (6) a (5) ¢ obtemos, paraocasode n=1, que § — §

=P,6 — P15=P1(5 - S)Z2\/§P1,oque implica que P; = %(6 - S)Zg (6 - 5) Para

n = 2, mais uma vez obtemos que 6™ — §n = P, (5 — 5) =22 P,, implicando, mais uma vez,
o pretendido.

A propriedade que se segue diz respeito a soma dos n primeiros termos da sequéncia
prateada e a sua demonstragao.

3.4 — A soma dos n primeiros termos da sequéncia prateada ¢ dada por
PiA Pyt 4 Pyi+Py=2 (Bt Puyy — 1. (8)

Demonstragdo: Temos que P1 = P3 — 2P, P» = P4 —2P3, P3 = P5 —2Pa4, ..., Py = Ppr1— 2P,
Pu=P,+2—2P,+1. Entdo somando membro a membro as equagdes anteriores, obtemos que P
+Py+ ...+ Pyt Py=—2Py+Pyi2-(P3+Ps+ ...+ Py+ Pyr). Entdo resulta que
2(P1+ P+ ...+ Pyi1+Py)==2P2+Prso-(P3+Ps+ ...+ P+ Ppyy). +P1+ P+ ...+ P,
1+ Py, R
o que ¢ equivalente a 2(P1 + P+ ... + P,.1 + P,)=—2P,+ P, +2+ P1 + P, — P,+1. Atendendo
aque Pi=1,P>=2eque Py+2=2 P,+1+ Py, concluimos que:

2Pr+ P+ ...+ Pui+Py)==1+Prs1+ Py,
ou seja,

Pi4 Pyt .+ Pyt Py=2 (-1 + Pya1 +Py).

a

No website da autoria de Sérgio (2013), podemos encontrar a demonstracao desta propriedade,
usando (5).

3.5 — A razdo entre dois termos consecutivos da sequéncia prateada tende para o numero
prateado quando » tende para infinito, isto &,

lim 21— 5. (9)

n—oo n
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. L Pu (VD)D" (1) (1-v2)"
Demonstragdo: Temos que nlglgo P (1v2) = (1—v2)"

também que (7) é equivalente a 2v2 P, = (1 + \/f)n - (1 - \/f)n e, portanto, que
(1 + \/f)n =2\2P, + (1 - \/7)”, substituindo no limite a calcular, obtemos que:

, usando (7). Atendendo

Pny1 _ (1+\/E)(2\/7Pn+(1—@n)_(l_@(l_ﬁ)n -

nlﬂrio Py 2V2P,
. Puy1 2 (12" ((1+v2)- (1-V2))
Slime= (143t fim —— —— =
. Ppgg . (1—\@11
& lim 222 = (1+v2) + lim *—=—. (10)

Atendendo a que o minimo do conjunto dos termos da sequéncia prateada ¢ o numero 1, temos

que @ < |(1 —\/i)n| < 1. Assim lim |(1 —\/f)n| = 0, ¢ entdo concluimos que
n n—oco
lim a2y | _ 0, o que implica que lim a2 _ 0. Substituindo em (10), obtemos o
n—oo n n—oo n
pretendido.
a
3.6 —Também
. Pn _1
nlggo Ppyy 6 (11)
Demonstragdo: Temos que lim Pr— lim P1+ = — 1P e, atendendo, a (9), de imediato
n—ow Ppt1 n—ow nnl n]_)ngog—nﬂ
obtemos o que pretendiamos mostrar.
a

3.7 — A soma de dois termos consecutivos da sequéncia prateada ¢ um nimero impar.
Demonstragdo: Atendendo a (8), temos que P, + Puy1 =2(P1+ P2+ ...+ Ppi + Py) +1=2k
+1, sendo k& um inteiro positivo.

(.
3.8 — Qualquer que seja o nimero natural 7, temos que

(Pn41)? = PyPpyz — (=D (12)

Demonstracdo: Utilizando (7), aplicada a produto P,P,,,, e a (P,,;)? obtemos respetivamente
que:

2
PnPn+2 — (g) (511 _ gn)(6n+2 _ gn+2)
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:% (62n+2_ (65)"52_ (55’)"52 + gzn+2)

2
(Pus = (2) (5701 = §r00y <2 (52— 268" 4 52702,

Basta agora ter em conta que 86 = —1 e substituindo nas igualdades anteriores obtemos formas
mais simplificadas:
P,P,.s :é (62n+2 _ (_1)n+1(§2 _ (_1)n+152 + gzn+2)
(Pn+1)2 zé (52n+2 _ 2(_1)n+1 + 52n+2).

Subtraindo membro a membro e tendo também em conta que 6% =3 — V2 e que §% = 3 + V2,

obtemos
1 _
(Pusn)? = PuPrsz =3 (=2(=1)™1 4+ (—1™187 + (~1)™162)
:% (_1)n+1 +% (_1)n+1
= (_1)n+1
como pretendiamos mostrar.
d

3.9 — A soma dos termos da sequéncia prateada com indice par ¢ dada por:

1
P2+ P4,+ P6+---+P2n=E(P2n+1_1)- (13)

Demonstragdo: Vamos mostrar esta propriedade como aplicagdo da féormula (4). Assim, usando

(4) temos que

Py+ Pyt P+ ...+ Py = (‘i;gz) + (6‘;;_234) + ot (627;/_5271)

_ 1 2 4 2 1 s2 sS4 S2
=55 6%+ ¢ +...+6")—ﬁ(6 + 8%+ .+ &%)

32n+2_ 32

_ 1 52n+2—52 1
2z o) —m (=)
Atendendo ao facto de que §2 — 1 = 25 e que 62 — 1 = 26, entdo substituindo na expressao

anterior vem:

52n+2_52 32n+2_32)

1 1
P2+P4+P6+"'+P2"=ﬁ( 28 )_ﬁ( 25
:% (% (52n+1_ 5 — &2+l 4 g))

:% (L ((62n+1 — §m) (8- 5’)))

2V2
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N |-

(P2n+1 - P1),

pelo que basta atender ao valor que inicial da sequéncia prateada para obtermos o resultado
pretendido.
a

, . , ©o . . o , "
3.10 — O niimero P, ¢ o numero inteiro mais préximo do niimero 25 © quando 7 cresce, a

C A . &
distancia entre P, e —= tende para zero.

2V2
~ C oAl &, 1 .
Demonstragdo: Vamos mostrar que a distancia entre B, e 275 & menor do que > Para 1sso temos
sn sn-3n  sn 37 3" = . , [3]"
ue [P, — —=| = |[—=—— —=| = =—= = —=. Como || < 1 entdo concluimos que —= <
q |" 2V2 2v2 2v2 V2 2v2 || que 5z
1 1
— < -
242 T 2
Como lim 2= = 0 lim |p, — 2| = 0
omo lim — = 0, temos que im| - —| =0.
w2z R N
a

4. Alguns desafios a propor aos nossos jovens usando a sequéncia prateada

O ntimero V2, pode sugerir-nos um desafio interessante envolvendo um pouco de Histéria da
Matematica no Ensino. Assim deixamos uma primeira sugestao:

Desafio 1: Envolver os nossos jovens numa pesquisa acerca da irracionalidade deste ntimero.
Tal pesquisa envolvera Historia da Matematica que, na nossa opinido, devera fazer sempre parte
do nosso ensino.

Também podemos trabalhar a construgdo de nimeros com régua e compasso, com o desafio
que apresentamos a seguir:

Desafio 2: A partir do tridngulo assinalado na Figura 1, construir com régua e compasso 0s
nimeros § e § usando régua e compasso. Podemos ainda construir mais nimeros a partir destes.
Representar os nimeros na reta numérica, estabelecida uma medida de comprimento.

Neste texto, ja foram referidas (e foram usadas nas demonstragdes de algumas das propriedades
apresentadas) algumas das relagdes que podemos encontrar entre poténcias de & e de &
No caso do nimero prateado, ¢ facil mostrar que:

6021'

§1=6=1+2;
§2=202+3=26+1;

REMATEC/Ano 12/n. 24/jan.-abr. 2017, p. 103-117



112

§3=626+1)=56+2;
§* =25+ 126 +1)=126+5

permitindo concluir que a poténcia de ordem n (n = 0) ¢ dada por
6n+2 =2485n+1 4§71 (14)

Mostremos por indu¢ao em n que a relacao (14) ¢ verdadeira para todo o n. Para n = 0, temos
que §2=28 +1 =28 + 6% e para n = 1, obtemos que 63 =586 +2 =525 + 1) =252 + 6.
Suponhamos agora que a relacao (14) ¢ verdadeira para n e mostremos que continua a ser
verdadeira para n + 1. Temos entdo que §*1 = 68" =626 1 + 6"72)=25"+ 6™ 1, como
pretendiamos mostrar.

A poténcia de ordem n do ntimero prateado depende de duas das suas poténcias anteriores, tal
como acontece na sequéncia de Fibonacci.

Desafio 3: A semelhanca das relagdes existentes entre as poténcias do niimero prateado também
podemos trabalhar com os nossos jovens as relagdes entre as poténcias do seu conjugado.
Podemos trabalhar as operagdes algébricas com poténcias, focando as propriedades basicas a
ter em conta. Deduzir uma expressio geral andloga a (14) para as poténcias de 5.

A titulo de curiosidade, notemos ainda que

§+86=2,6-6=2V2,6x86=-1
e que
—- 52,

>l >

Também temos que

82=3—v§=25+L%=—5e =_3§.

1
8
De seguida, vamos apresentar uma interessante ligacdo do numero prateado com a
trigonometria, verificando que podemos encontrar este numero no valor do seno, cosseno e

: A A s . .
tangente de um determinado angulo — nomeadamente, o angulo de 3 radianos, equivalente a

22.,°5. Este aspeto da ligacdo do niimero prateado com a trigonometria também se encontra

abordado no website de autoria de Kilhian (2013). Atendendo a uma conhecida férmula

1—cos(2a)

. r, e . . T
trigonométrica, (sina)? = , obtemos, para o caso particular de ¢ = 5> que

2 _tmcos® 12 oim mv3)EwD) 1 1
(sm —) = = = = = = .
2 2 4 4(2+v2) 2(24V2)  2(1+6)
Assim podemos afirmar que:
LT 1
Sing = e (15)
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A partir desta expressdo, usando a formula fundamental da trigonometria, podemos chegar a

~ YA T , .
expressdo para COs — e, consequentemente, para tan—, em termos do numero prateado. Assim

concluimos que:

T V1+6

cose=— (16)
T_ 2

tan_=—= (17)

Estas expressodes vao permitir relacionar a area de um octégono regular com o niimero prateado,
assunto a que ja ¢ feito referéncia no website de Kilhian (2013). Para tal, consideremos entdo a
seguinte figura

E=AB

Figura 2: Octdgono regular’®

onde temos, um octdgono regular no qual destacamos um triangulo retangulo de vértices O, B

e A. Notemos que temos que o angulo £AOB tem uma amplitude igual % radianos e sendo M o

ponto médio do segmento de reta [AB] temos que o angulo 4AOM tem amplitude igual a g.

~ A . A A l
Entdo, como o tridngulo A[AMO] ¢ um triangulo retangulo em M, temos que tang o sendo

/ a medida do comprimento do segmento de reta [AB]. Atendendo a (17) obtemos entdo que a

medida do comprimento do segmento [OM] é dado por OM = 1(21:;). Reparemos que um

octogono ¢ formado por 8§ triangulos iguais ao triangulo A[AOB]. Como a area do triangulo
A[AOB] ¢ igual a

58 Imagem retirada de http://www.google.pt/search?hl=pt-
PT&qg=hipaso+de+metaponto+biografia&bav=on.2,or.r qf.&bvm=bv.45645796,d.d2k&biw=1024&bih=509&u
m=1&ie=UTF-8&tbm=isch&source=og&sa=N&tab=wi&ei=1dB6UYbYNG6iJ7Abp2 Y D4DA#um=1&hl=pt-
PT&tbm=isch&sa=1&qg=octogono-+regular&og=octogono-+regular&gs 1=img.3..0j0i12413.56104.60854.12.6351
0.16.16.0.0.0.0.344.1953.10j4j0j2.16.0...0.0...1¢c.1.11.img.zqvOVG3CP-
Q&bav=on.2,or.r_qf.&bvm=bv.45645796,d.ZGU&fp=276e75c12b363e28&biw=1024&bih=509&imgrc=zYq87
ZwLxHsoFM%3A%3BbpiotwSQ44Q10M%3Bhttp%253 A%252F%252F1h3.ggpht.com%252F Qmjqb2Gk9no
%252FTTLnapaC7Z1%252FAAAAAAAALSM%252FURZPDZrp3CA%252FOctogono%252520Regular thum
b%25255B1%25255D.jpg%253Fimgmax%253D800%3Bhttp%253 A%252F%252Fobaricentrodamente.blogspot
.com%252F2011%252F01%252Fo-numero-prateado-e-area-do-octogono.html%3B279%3B268, no dia 27 de
abril de 2013.
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1(1+8)

basexaltura _ ABx OM l oz 12(1+6)

X
2 2 2 42

Concluimos entdo que a area 4 do octdogono regular e dada pela expressao:

A=8x( ‘zf:j;) )= z‘z(jg‘” —V2 2(1 + 8) = 2126.

Temos entdo a expressdo da area de um octdogono regular em termos do nimero prateado e da
medida de cada lado deste poligono regular. De imediato deixamos mais um desafio:

Desafio 4: Investigar (se existem) mais ligagdes do niimero prateado com outros conteudos
matematicos.

Por exemplo e uma resposta ao desafio anterior ¢ a ligacdo do nimero prateado com a area de
um outro poligono regular. Assim, inspirando-nos neste processo, também podemos ainda
investigar mais uma ligacdo do nimero prateado com a area e o perimetro de um quadrado
inscrito numa circunferéncia. No caso que apresentamos a seguir estd em causa um outro angulo
conhecido da trigonometria, o angulo de 45° do qual sdo conhecidos os valores do seno e
cosseno. Com efeito, consideremos um quadrado

A B
Figura 3%: quadrado de lado / inscrito numa circunferéncia de raio

de lado medindo / (Figura 3). Reparemos que o angulo 5 AOB mede % radianos e que ¢ bem

. . . . T T2 o , . T
conhecido da trigonometria que sin S = Cos—=—. Entdo, em termos do ntimero prateado, sin "

9 Imagem adaptada de http://www.google.pt/search?hl=pt-
PT&site=imghp&tbm=isch&source=hp&biw=1024&bih=509&q=quadrado+inscrito+numa-+circunfer’%C3%AA
nciat+detraio+r&oq=quadrado+inscrito+numa+circunfer%C3%A Ancia+de+raio+r&gs l=img.3...1423515.1438
609.0.1439187.47.11.0.36.36.0.360.1375.7j2j1j1.11.0...0.0...1ac.1.11.img.Y IRtc9pVEY#imgrc=myC3x4wzGe
G4NM%3A%3B0OQ4Qc-N_d-

m86M%3Bhttp%253 A%252F%252Fwww.brasilescola.com%252Fupload%252Fe%252FUntitled -
11(48).jpg%3Bhttp%253 A%252F%252Fwww.brasilescola.com%252Fmatematica%?252Fpoligonos-regulares-
circunferencia.htm%3B349%3B340, consultada no dia 27 de abril de 2013.
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4B

r

6-1 , . m AB , 5-1
=cos_=—-g¢, portanto, sendo também sin_ =—, concluimos que - =

S

, 0 que implica

que AB = @. Logo, I = 2AB = r(8 — 1) e assim temos que o perimetro Pg do quadrado

considerado ¢ igual a
Po=4l=4r(6—-1)
e a area do mesmo quadrado tem a expressao dada por
Ao=1=1%(6 — 1)2.

~ . T s , r
Nota: as expressoes encontradas para sin - © para cos - em termos do numero prateado, também

podiam ter sido derivadas das igualdades (15) e (16) usando as bem conhecidas férmulas do
seno e cosseno do duplo angulo, ja que % =2 X %-

Deixamos aqui uma exemplifica¢do do que acabamos de mostrar.

Exemplo 1: Consideremos um quadrado inscrito numa circunferéncia de raio » = S5cm. Neste
caso, de imediato concluimos que este quadrado tem 4 X 5 X v/2 ¢m de perimetro e 50 cm 2 de
area. Reparemos que este quadrado tem de lado / =+/2 » cm, pelo que concluimos que / = 5v/2

cm e, portanto, Pao = 20 V2 em e Aa = 50 ¢m 2, valores coincidentes com os anteriormente
calculados.

O mesmo pode ser pensado para o conjugado do nimero prateado. Deixamos entdo o ultimo
desafio:

Desafio 5: Investigar (se existem) mais ligagdes do conjugado do numero prateado com
medidas de area e de perimetro de poligonos regulares.

Consideracoes finais
Somos de opinido de que um professor deve procurar sempre utilizar material

diversificado para ensinar os diferentes temas e conteidos matematicos integrados nos
programas.

As sequéncias de numeros constituem um grande potencial que pode ser usado em
ambiente de sala de aula para com elas e com as suas propriedades podermos contribuir para
melhorar e enriquecer o ensino da matematica. Precisamos apenas de ser capazes de as integrar
nas finalidades e objetivos do ensino da matematica e dos contetidos a ensinar.

Ensinar matematica ¢, sem divida um grande desafio, pois todos os dias devemos
proporcionar aos nossos alunos experiéncias diversificadas e enriquecedoras, que os levem a
ter uma atitude positiva perante os topicos em estudo. Foi com este espirito que apresentamos
alguns desafios, que esperamos venham a ser motivadores para os professores os
experimentarem em sala de aula e criarem outros a partir dos aqui propostos.
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Fica entdo mais este desafio...
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