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RESUMO

A resolucdo de problemas, como estratégia de ensino de Matematica, vem se constituindo como uma
importante abordagem didatica. Neste artigo pretende-se mostrar como a atividade investigativa,
decorrente da proposi¢do de um problema envolvendo visualizag¢do espacial e analise de padroes, pode
contribuir para que alunos do sexto ano do Ensino Fundamental construam generalizagdes. Trata-se de
uma pesquisa de natureza qualitativa, com o foco nas resolucdes formuladas e discutidas pelos alunos
em sala de aula. A analise dos dados revelou que o problema proposto ¢ a abordagem utilizada pelo
professor permitiu que os alunos empregassem diferentes estratégias e procedimentos. A socializacdo
das diversas resolucdes por eles formuladas possibilitou o desenvolvimento do pensamento
matematico, com destaque para o processo de generalizacdo, caracteristico do pensamento algébrico.

Palavras-chave: Educagdo Matematica, Resolucdo de Problemas, Problemas Abertos, Generalizagdo.

ABSTRACT

Problem solving, such as mathematics teaching strategy, is becoming an important didactic approach.
This article aims to present how the investigations resulting from the proposition of a problem
involving spatial visualization and analysis of patterns can contribute to the formulation of
generalizations by students of the sixth grade of elementary school. This is a qualitative research, with
a focus on the strategies of problem solving formulated and discussed by students in the classroom.
Data analysis pointed out that the proposed problem and the approach used by the teacher allowed the
students to employ different strategies and procedures. The socialization of their different resolutions
made possible the development of mathematical thinking, highlighting the process of generalization,
characteristic of algebraic thinking.

Keywords: Mathematics Education, Problem Solving, Open Problems, Generalization.

Introducio

Atualmente a escola tem se deparado com o desafio de atender novas demandas de
formacdo de criancas e jovens. Esse desafio exige a formagdo para uma sociedade em
transformagao, plural, tecnoldgica e complexa, além de envolver um trabalho com grupos de
estudantes cada vez mais heterogéneos, de perfis social, economico e cultural diversos.

Diante desse cenario, as pesquisas em Educagao Matemadtica tém apresentado avangos
significativos no estudo e implementacdo de estratégias de ensino que possibilitem aos
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estudantes a construcdo de conhecimento matematico e o desenvolvimento de habilidades e
competéncias matematicas exigidas pela sociedade contemporanea. O trabaho de Groenwald,
Silva e Mora (2004) exemplifica essa diversidade de estratégias apresentando, como
perspectivas atuais de ensino de Matematica, a resolucdo de problemas, a modelagem
matematica, os jogos e curiosidades matematicas, as novas tecnologias, a historia da
Matematica, a etnomatematica e o ensino por projetos de trabalho, todas contrapondo-se as
praticas de ensino tradicionais de Matematica.

No presente artigo, nos ocuparemos em discutir as potencialidades do trabalho com a
resolugdo de problemas em sala de aula, especialmente a resolu¢do de problemas abertos.
Pretendemos, em particular, mostrar como a atividade investigativa, decorrente da proposi¢ao
de um problema aberto envolvendo a visualizagdo espacial e a analise de um padrdo,
contribuiu para que alunos do sexto ano do Ensino Fundamental compreendessem e
expressasem a generalizagao implicita na proposta do problema.

A observacao de padrdes, que no ambito da resolu¢do de problemas pressupomos
envolver sua descri¢do e generalizacdo, tem sido considerada uma abordagem relevante na
transi¢do da aritmética para a algebra (MASON, 1996, apud VALE; PIMENTEL, 2011) e,
longe de ser um toépico de pouco uso no mundo real, o raciocinio envolvido neste tipo de
atividade perpassa toda a Matematica e ¢ essencial para tornd-la 1til na vida cotidiana (VAN
DE WALLE, 2009).

O problema que apresentamos integra uma sequéncia de tarefas elaborada e realizada
no ambito da pesquisa de Vieira (2016) acerca da utilizacdo de tarefas exploratorio-
investigativas no ensino de Matematica.

Na proxima se¢dao explanamos sobre a concepgao de resolucdo de problemas que
orienta nosso trabalho, tipificamos o que sdo problemas abertos e discutimos algumas de suas
potencialidades para o ensino e aprendizagem de Matematica. Trazemos, em seguida, o
contexto de realizacdo da pesquisa aqui retratada, bem como os procedimentos metodologicos
utilizados. Apresentamos, entdo, o problema proposto aos estudantes, analisamos e discutimos
algumas de suas resolugdes. Por fim, tecemos algumas consideragdes a respeito do trabalho
empreendido.

Problemas Abertos como Desencadeadores de Investigacoes Matematicas

A tematica da resolugdo de problemas no ensino de Matematica tem se configurado
como objeto de estudos e pesquisas ha mais de setenta anos, destacando-se como marco
inicial a obra intitulada How fo sove it? (POLYA, 1945). A partir dos trabalhos de Polya,
pesquisadores e professores passaram a dar maior énfase a resolucao de problemas nas aulas
de Matematica, embora um olhar mais atento as praticas e orientagcdes que se sucederam
revele diferentes concepgdes acerca da expressao resolugdo de problemas.

Compartilhamos da concepcdo de Allevato e Onuchic (2014) que considera a
resolucdo de problemas como uma metodologia de ensino. Nela, o ponto de partida das
atividades de sala de aula ¢ um problema. Esse problema ¢ proposto, aos alunos, antes mesmo
de lhes ter sido apresentado o conteido ou os recursos matematicos mais apropriados ou
pretendidos para a sua resolucdao. Assim, partindo de conhecimentos que ja possui, o aluno se
coloca em um processo que envolve esfor¢o cognitivo na busca pela solugdo e, nesse
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percurso, tem a oportunidade de aprender o contetido matematico que o professor pretende
que ele aprenda e outros conteudos eventualmente ndo previstos pelo professor.

Desse modo, o professor deve ter um cuidado especial no processo de sele¢do e/ou
elaboracdo do problema que pretende propor aos estudantes. Diferentes tipos de problema
podem suscitar diferentes abordagens. De acordo com Way (2005), alguns tipos de problema
exigem a retomada de fatos e procedimentos, outros estimulam a utilizagdo de diferentes
estratégias, outros dependem de raciocinio logico, outros apresentam multiplas solugdes e
outros, ainda, demandam tomada de decisdes e criatividade. Em relagdo aos problemas
abertos, a autora afirma que eles apresentam maior potencial em estimular pensamento
matematico de ordem superior, por envolverem a procura por padrdes e relagdes entre os seus
elementos. Cabe, nesse instante, clarificarmos o que vem a ser um problema aberto.

Contrapondo-se aos chamados problemas fechados — em que tanto a situagao inicial,
como o processo de resolu¢do, como o objetivo final (resposta) do problema ¢ pré-
determinado —, nos problemas abertos, o processo de resolugdo ¢ aberto ou o final é
aberto ou a formulag¢do de novos problemas ¢ aberta. Sdo problemas que partem de
enunciados menos estruturados, permitem a formulacdo de diversos tipos de
questdes e possibilitam a realiza¢do de exploragdes em diferentes dire¢des. Assim,
os problemas abertos podem ser propostos como desencadeadores de processos de
investigacdo matematica pelos alunos (ALLEVATO; VIEIRA, 2016, p. 121).

Contrastando com os problemas fechados, que apresentam uma unica resposta correta
e procedimentos de resolugdo pré-determinados, os problemas abertos caracterizam-se por
apresentarem variadas solugdes e estratégias de resolugdo e por propiciarem aos estudantes
realizarem investigacdes.

De acordo com Takahashi (2005), os problemas abertos podem ser tipificados quando:
1) apresentam multiplos métodos de resolugdo, ou; 2) apresentam multiplas solugdes, situagao
em que também sdo denominados como problemas de final aberto ou open-ended problems,
ou; 3) possibilitam e direcionam a proposi¢ao ¢ formulagdo de novos problemas, situagdo
também denominada como problem posing.

Para Bustamante, Ribeiro e Navarro (2015), os problemas abertos correspondem a
situagdes em que o aluno necessita elaborar diversas formas de resolu¢do, podendo empregar
diferentes mecanismos, de modo que a diversidade de estratégias empregadas pelos alunos
pode condicionar o desenvolvimento do conhecimento matematico em questao.

O caréater aberto desses problemas possibilita sua associacdo a um outro tipo de tarefa
caracteristica na educacdo matematica: as tarefas investigativas. Segundo Ponte et al. (1998),
as tarefas investigativas correspondem a situagdes que partem de questdes iniciais, de um
modo geral, vagas, e que vao sendo trabalhadas e gradativamente tornadas mais precisas pelo
aluno. Elas apresentam como uma de suas caracteristicas mais fortes exatamente o carater
aberto, que coloca o aluno em um processo de elaboragdo e criacdo, possibilitando a
emergéncia de diferentes estratégias de resolugao.

De fato, existem situagdes propostas no ambito do ensino de Matematica que podem
ser classificadas tanto como problemas abertos quanto como tarefas investigativas,
dependendo do referencial tedrico previamente assumido. Way (2005) considera que os
problemas abertos podem ser percebidos por apresentarem objetivos mais bem delimitados,
estando diretamente relacionados a um contetido e/ou habilidade matematica especifica que se
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pretenda trabalhar com os alunos, embora possam apresentar mais do que uma solugdo e
multiplas formas de resolucgdo; j& nas tarefas investigativas os objetivos tendem a ser menos
especificos e, muitas vezes, o encaminhamento da atividade, bem como os topicos
matematicos a serem discutidos durante a sua realizagdo estao condicionados a problemas que
sdo formulados e reformulados no proprio decurso da investigagdo.?!

Porém, embora as diferencas entre problemas abertos e tarefas investigativas nao se
mostrem de forma evidente, ¢ fato que essas tarefas podem levar os alunos a processos de
investigagdo matematica. E importante esclarecermos, para evitar interpretagdes equivocadas,
o uso que fazemos da expressdo investigagdo matemdtica. Ao utilizarmos esta expressao, nao
estamos nos referindo as tarefas investigativas (modalidade especifica de tarefa que pode ser
proposta em sala de aula, apresentada na forma textual escrita ou na forma oral enunciada
pelo professor), mas ao processo que compreende a procura metddica e consciente e a
descoberta através de exame e observa¢ao minuciosos.

Pesquisas atuais t€ém revelado que os problemas abertos podem desencadear processos
de investigagdo matematica em sala de aula, e os contributos dessa atividade tém sido
extremamente valorizados por professores. Nos estudo de Ambrus e Barczi-Veres (2016), os
professores envolvidos afirmaram que o trabalho com problemas abertos em sala de aula, ao
promover o desenvolvimento de diversas estratégias de resolugdo, possibilitou que os
estudantes se defrontassem com diferentes solugdes e oportunizou que os estudantes, partindo
de situagdes particulares, chegassem as generalizagdes que eram esperadas.

No que se refere as contribuigdes que o trabalho com a resolu¢ao de probemas abertos
pode apresentar para o desenvolvimento do pensamento matematico dos estudantes, Sawada
(1997), em seus estudos, ja discorria sobre cinco aspectos que considerava relevantes: 1) os
estudantes assumem uma postura ativa perante o problema que ¢ proposto e procuram
expressar suas ideias com maior frequéncia; 2) os estudantes t€ém oportunidade de colocar em
pratica o conhecimento matematico de que dispdem para escolher a estratégia de resolucdo
que lhes parecam mais adequada; 3) os problemas abertos propiciam o envolvimento de todos
os estudantes; 4) através da comparacdo e discussdo de suas resolugdes os estudantes sdao
estimulados a validar seu raciocinio e, consequentemente, desenvolvem seu pensamento
matematico, e; 5) os estudantes t€ém a oportunidade de vivenciar o prazer da descoberta.

Tendo em conta esses cinco aspectos, a proposicao de problemas abertos em sala de
aula passa a ser uma pratica que merece ser considerada. Seu potencial em conduzir os alunos
a processos de investigacdo vem corroborar a ideia de que se aprende matematica, fazendo
matematica (ABRANTES et al., 1999; PONTE; BROCARDO; OLIVEIRA, 2009; VAN DE
WALLE, 2009).

Um aspecto de suma importancia, relacionado ao trabalho com problemas abertos,
refere-se a0 momento em que os alunos comparam e discutem suas resolucdes. Way (2005)
aponta que o beneficio de multiplas solucdes e estratégias ¢ que elas propiciam uma rica fonte
de material para discussao matematica que torna a experiéncia de aprendizagem mais
proficua.

A esse momento de discussdo de ideias e socializagdo de resultados Allevato e
Onuchic (2014) também dedicam especial aten¢do. As autoras orientam que o trabalho com

21 Maiores esclarecimentos a respeito de relagdes e diferengas entre problemas e tarefas investigativas em sala de
aula sdo apresentados em Vieira e Allevato (2012).
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resolu¢do de problemas deve contemplar um momento em que os alunos sdo convidados a
apresentar, ao professor e aos colegas, suas resolugdes (certas, erradas ou feitas por diferentes
processos). Nesse momento, ao deparar-se com diferentes solugdes e métodos, eles podem
comparar estratégias, refletir sobre o trabalho empreendido, reformular hipdteses, defender
seu ponto de vista, justificar conclusdes e, assim, se colocar em um movimento de construcao
de conhecimento.

[...] Diante desse “painel de solucdes”, o professor estimula os alunos a compartilhar
e justificar suas ideias, defender pontos de vista, comparar e discutir as diferentes
solugdes, isto €, avaliar suas proprias resolugdes de modo a aprimorar a apresentagao
(escrita) da resolucdo. Em sessdo plenaria, ou seja, em um esfor¢o conjunto,
professor e alunos tentam chegar a um consenso sobre o resultado correto. Esse ¢ um
momento em que ocorre grande aperfeigoamento da leitura e da escrita matematicas
e relevante construgdo de conhecimento acerca do conteido (ALLEVATO;
ONUCHIC, 2014, p. 46).

Salientamos, portanto, que o momento de discussdo dos resultados ndo pode ser
desprezado. Esse momento configura-se como uma importante etapa do processo de
investigacdo matematica pois exige do estudante uma postura ativa, colocando-o no centro do
processo de construcao de conhecimento e possibilitando o desenvolvimento e aprimoramento
de importantes habilidades, como as de comunicagdo (leitura e escrita) matematica, por
exemplo.

Considerando o potencial apresentado pelos problemas abertos em promover
investigacdes matemadticas e as contribuicdes que podem trazer ao processo de
desenvolvimento do pensamento matematico dos estudantes, deduzimos que sua proposicao
em sala de aula pode configurar-se como uma exitosa alternativa metodologica para o ensino
de Matematica. Imbuidos desse ideal, realizamos uma pesquisa acerca das investigacoes
realizadas pelos estudantes, na qual elaboramos e propusemos uma sequéncia de ensino
composta por tarefas exploratorio-investigativas e problemas abertos. Na proxima segao,
apresentamos o contexto de realizagdo dessa pesquisa e os procedimentos metodoldgicos
adotados para, em seguida, discutir a resolucdo de uma tarefa que configurou-se como um
problema aberto devido a diversidade de abordagens que suscitou.

O Contexto da Pesquisa

A pesquisa aqui retratada foi realizada junto a uma turma de 35 alunos do 6° ano do
Ensino Fundamental, com idades entre 11 e 12 anos, de uma escola publica da cidade de Sao
Jos¢ dos Campos, interior do estado de Sao Paulo. O trabalho de campo consistiu na
realizacdo de uma sequéncia de tarefas envolvendo resolugdo de problemas abertos e
investigacdes matemadticas. Abordaremos, neste artigo, a resolu¢do de um problema
envolvendo visualizagdo espacial e generalizagao.

Para a realizagdo da tarefa os alunos foram agrupados em duplas, procurando se
estabelecer um ambiente que favorecesse o trabalho colaborativo, a troca de ideias e a
argumentacdo em um movimento propicio a produgdo de conhecimentos matematicos. A
atividade foi realizada em uma aula dupla com duracao de aproximadamente 100 minutos.
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Ap0s a realizagdo da atividade proposta, os alunos foram convidados a registrar suas solugdes
na lousa e discuti-las com os demais colegas de classe.

Apesar dos desafios e limitagdes que o trabalho com todos os alunos da sala poderia
condicionar, a op¢ao pelo trabalho com a totalidade dos alunos se deu pelo desejo de analisar
um contexto real de ensino, proximo da realidade encontrada por outros professores da
Educacido Bésica em suas aulas. E importante destacar que, nesta pesquisa, o pesquisador
também era o professor de Matematica da turma. Segundo Zeichner (1998), a pesquisa
realizada por professores revela-se como um importante e distinto meio de conhecer o ensino.
Para o autor, os professores estdo em situagdo privilegiada por atuarem diretamente no
processo de ensino vivenciado na escola. Se, por um lado, essa proximidade com o objeto de
estudo pode influenciar as agdes e andlises subsequentes (e esse ¢ um cuidado que o
professor ‘pesquisador deve tomar), por outro, pode revelar uma visdo diferenciada do
processo, destacando aspectos e qualidades que poderiam passar despercebidas a um
observador externo.

A coleta de dados foi realizada através de observagdes (VIANNA, 2003), da gravacao
dos dialogos entre os alunos nos momentos de resolucao e discussdo do problema, e da
recolha de suas resolugdes escritas. Os didlogos foram gravados em 4udio e, posteriormente,
transcritos. Também foram analisadas as resolug¢des escritas do problema, registradas pelos
alunos na lousa no momento de socializagao dos resultados.

Para a andlise dos dados, resultantes de todo o processo de resolu¢do de problemas
vivenciado pelos alunos, optamos por uma abordagem de natureza qualitativa, recorrendo a
procedimentos de analise textual discursiva (MORAES; GALIAZZI, 2006). A organizagdo ¢
a analise cuidadosa dos didlogos dos alunos e de suas produgdes escritas possibilitaram-nos
construir uma interpretagdo a respeito das contribuigdes que um trabalho investigativo
decorrente da proposicdo de um problema aberto pode propiciar para a aprendizagem
matematica. Apresentamos, na proxima se¢do, o problema que foi proposto aos estudantes,
bem como descri¢des e andlises do trabalho que se sucedeu.

A Pintura dos Cubinhos

Conforme ja explicitado, assumimos a concep¢ao de que o problema ¢ o ponto de
partida, o elemento disparador da atividade matematica que sera desencadeada em sala de
aula. Assim, inicialmente, cabe ao professor selecionar, ou mesmo elaborar, um problema que
seja interessante, no sentido de propiciar aos estudantes a oportunidade de resolvé-lo e de
aprender Matematica a partir dele. Quanto ao grau de dificuldade apresentado pelo problema,
¢ preciso cautela para ndo se propor um problema cuja resolucio se revele evidente, sob o
risco de a tarefa proposta configurar-se como um mero exercicio; por outro lado, problemas
de resolu¢ao demasiadamente complexa podem desestimular e inibir o trabalho dos alunos. O
desejavel € pensar em um problema que permita aos estudantes, a partir da mobilizacao dos
conhecimentos que ja possuem, da reflexdo e do didlogo com os pares, construir uma
resolucdo e acessar o conteido matematico em questao.

Partindo desse pressuposto, apresentamos, na Figura 1 e nos questionamentos que se
seguem, a proposta do problema que ¢ objeto de discussdo nesse artigo. Trata-se de um
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problema envolvendo visualizacdo espacial e generalizagdo, adaptado do trabalho de Cunha
(2009):

Deseja-se pintar as faces de cubinhos unitarios sempre apos a uniio gradativa de
mais um cubinho na diregio horizontal. A figura a seguir mostra como devemos

proceder.

Um cubinho com todas as faces pintadas de cinza. Aqui temos
um total de 6 faces pintadas.

Dois cubinhos acoplados com todas as suas faces
visiveis pintadas. Neste caso, teriamos um total de

10 faces pintadas.

Figura 1

A essa introdugao seguiram-se os questionamentos:

a) E se tivéssemos trés cubinhos acoplados, quantas faces teriamos para pintar?

b) E se tivéssemos quatro cubinhos acoplados, quantas faces teriamos para pintar?

¢) E se tivéssemos cinco cubinhos acoplados, quantas faces teriamos para pintar?

d) E se tivéessemos quinze cubinhos acoplados, quantas faces teriamos para pintar?

Explique o seu raciocinio.

Embora esse problema apresente, para cada questionamento, apenas uma resposta
correta, durante sua resolu¢ao os alunos empregaram estratégias e procedimentos diversos.
Devido a multiplicidade de estratégias de resolugdo empregadas e, em consonadncia com o
trabalho de Takahashi (2005), tipificamos esse problema como aberto.

A essa situacao problema, os estudantes deveriam apresentar suas solugdes, bem como
os caminhos percorridos para encontra-las, fosse por meio de um desenho, de um calculo, ou
mesmo com a explicagdo escrita do raciocinio utilizado.

Por se tratar de um problema aberto, as estratégias para a resolugdo ndo estavam
determinadas. Percebemos que as duplas dialogavam bastante e procuravam chegar a um
consenso quanto a maneira adequada de apresentar sua resolucdo, o que denotava o
envolvimento dos alunos com a resolugdo dessa tarefa. Ao discutirem e procurarem explicar o
seu raciocinio, os alunos assumiam uma postura ativa frente a atividade proposta, ou seja, eles
procuravam elaborar suas proprias estratégias de resolugcdo e ndo estavam preocupados em
seguir um modelo pré-determinado. Essa postura contribuiu para a emergéncia de diferentes
procedimentos de resolucao.

Apo6s a resolucdo do problema, os estudantes foram convidados a registrar suas
solugdes na lousa e a explicar aos colegas o raciocinio empregado na questdo (d) relativa aos
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quinze cubinhos acoplados. Nesse momento, tinhamos os objetivos de que eles comunicassem
os resultados a seus pares apresentando suas justificativas e confrontassem as diferentes
resolugdes. Foi interessante perceber a variedade das resolugdes apresentadas e a maneira
como cada dupla buscou validar o seu raciocinio.

Um dos recursos utilizados pelos estudantes foi a representacao da situacdo por meio
de desenhos (representagdo pictérica), como podemos observar na Figura 2:

CL\ Teinmos 62 Faces pppa Pivim ) FOmos Coutaes (8 4 £mY gy g 1%
O ULTIMO Tivwa 5 Faces

7
e EE

£ e Y

Figura 2

Os alunos, além de apresentarem a resposta correta para a atividade proposta,
procuraram explicitar o caminho pelo qual chegaram a solugdo da atividade, conforme pode
ser notado na justificativa do Alunoa:

Alunoy: Primeiro a gente somou 5 com 5 e depois a gente foi
somando de 4 em 4, mais 4, mais 4, mais 4... e deu 62.

Ao afirmarem que contaram as faces que deveriam ser pintadas, diferenciando os
cubinhos que estavam localizados nas extremidades (no primeiro e no ultimo cubinhos havia
cinco faces para serem pintadas; nos demais apenas quatro) e demonstrarem tal situagdo por
meio de um desenho, os estudantes revelaram um raciocinio fortemente apoiado em um
recurso visual. Além disso, ao afirmarem “a gente foi somando de 4 em 4, mais 4, mais 4,
mais 4...” eles justificam a soluc¢o apoiados em um procedimento recursivo®?, ou seja, a cada
cubinho acoplado acrescentavam quatro faces a pintar. O esbogo da situagdo por meio de um
desenho ajudou os alunos a formularem sua resposta.

Outro recurso utilizado pelos estudantes na resolucdo dessa atividade foi a organizacao
dos dados em formato de “sequéncia numérica” disposta em colunas, lembrando uma
representacao tabular, como pode ser visto na Figura 3:

22 Recursdo é o processo pelo qual um dos passos do procedimento em questdo envolve a repeticdo do passo
anterior. Um procedimento que se utiliza da recursdo ¢ dito recursivo. Uma sequéncia é definida recursivamente
se ela for dada por uma regra que permite calcular um termo qualquer por meio de um ou mais termos anteriores.
(OLIVEIRA, 2014).
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Figura 3

Nesse caso, os estudantes ndo sentiram a necessidade de esbocar um desenho e
utilizaram o recurso da “tabela” para expressar seu raciocinio, conforme explicitado pela
justificativa do Alunog:

Alunop: Nos pegamos os cubos e imaginamos. Nos colocamos
na segunda coluna o total de cubos (acoplados) e na primeira coluna
a quantidade de faces que nos iamos pintar.

E importante destacar o uso que os estudantes fizeram do sinal de igualdade. Ao
registrarem, por exemplo, que 26 = 6, eles utilizaram o sinal de igualdade de forma
inadequada, com a intengdo de dizer que com 6 cubos acoplados haveria 26 faces pintadas.
Ao serem questionados sobre o significado de sua representacdo eles justificaram sua
resolu¢do afirmando que na primeira coluna (nimeros escritos a esquerda do sinal de
igualdade) colocaram a quantidade de faces pintadas e, na segunda coluna (numeros escritos a
direita do sinal de igualdade), a quantidade de cubinhos acoplados.

Nessa resolucdo, os alunos perceberam a regularidade implicita na tarefa. Porém, eles
efetuaram a contagem de cada cubinho (um por um), o que se confirma ao afirmarem que
foram somando as quantidades de faces de cada cubo. Assim como a resolug¢do apresentada
anteriormente, essa dupla também justifica sua resposta apoiada em um procedimento
recursivo. De acordo com Barbosa, Vale e Palhares (2009), a utilizagdo de um procedimento
recursivo constitui-se como uma abordagem interessante para lidar com tarefas que envolvam
generalizagdes proximas (que envolvem pequeno numero de elementos), mas revela-se
insuficiente para a compreensao da estrutura geral do padrao.

Outro aspecto interessante, revelado na justificativa apresentada pelo Alunog, ¢ a
maneira como expressam a percepg¢ao visual da situagdo dos cubinhos acoplados. Quando o
Alunog afirma “nds pegamos os cubos e imaginamos” esta fazendo referéncia a habilidade de
visualizar mentalmente objetos e relagdes espaciais, uma vez que, durante a realizagdo dessa
tarefa, os alunos ndo dispunham de objetos fisicos para manipulacdo. As habilidades de
visualizagao e representagdo mental de objetos espaciais estdo relacionadas ao que Clements e
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Battista (1992) e Van de Walle (2009) chamam de senso espacial, um componente importante
no processo de desenvolvimento do pensamento geométrico dos estudantes.

Houve, ainda, alunos que, utilizando um raciocinio mais elaborado, ndo sentiram a
necessidade de representar a situacdo por meio de desenhos ou quadros. O direcionamento
oferecido pelo proprio enunciado do problema permitiu que alunos percebessem a
regularidade implicita na tarefa e generalizassem a forma de calcular a quantidade de faces
que deveriam ser pintadas no caso de uma maior quantidade de cubinhos acoplados, como
pode ser observado na Figura 4:

13x4=52 +axs=ba.

Figura 4

A justificativa apresentada pelos estudantes para essa resolugdo pode ser observada a
seguir:
Alunoc: Nos pegamos os treze cubinhos do meio e fizemos
vezes 4, porque as partes que estavam grudadas a gente ndo contou. E
depois, nos pegamos os dois cubinhos que ficaram nos cantos, nas
duas pontas, que valiam 5 e fizemos duas vezes, e deu 62.

Nao se pode deixar passar despercebido o emprego novamente inadequado do sinal de
igualdade nessa representagdo. Entretanto, os alunos perceberam que, com excegdo dos
cubinhos colocados nas extremidades, os demais cubos apresentavam quatro faces pintadas
(13 x 4 = 52). A esse resultado somam-se as faces dos cubinhos colocados nas extremidades,
que tém cinco faces pintadas cada um (5 x 2 = 10), totalizando 62 faces pintadas (52 + 10 =
62). Assim, ndo obstante o equivoco na utilizacdo do sinal de igualdade, merece destaque o
raciocinio empregado pelos alunos nesta resolugao.

O desenho (Figura 2) e a sequéncia numérica (Figura 3) foram estratégias bastante
uteis no processo de resolugdo desse problema, mas foi discutido com os alunos, no momento
de socializacao dos resultados, que o poder de sintese da solucdo apresentada pelo Alunoc
(Figura 4) permitia a exploracdo de uma gama de situacdes muito maior, sem a
inconveniéncia de se ter que desenhar figuras muito grandes ou construir sequéncias
demasiadamente longas.

Enquanto as justificativas apresentadas por Alunoa e Alunos apoiam-se em
procedimentos recursivos, a resolu¢do apresentada pelo Alunoc notabiliza-se por apoiar-se em
um procedimento geral e representar um avango em direcdo a generalizagdo da situagao
proposta. Por se tratar de uma turma de 6° ano do Ensino Fundamental, ndo houve, nesse
momento, a preocupagao em abordar a representagdo das variaveis do problema por meio de
letras, embora fosse possivel.

Quanto a linguagem em que sdo formuladas as generalizagdes expressas nas falas dos
alunos, Ponte (2009) afirma que, em uma primeira etapa, ndo ha outra alternativa, sendo
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utilizar a linguagem natural e, pouco a pouco, comegar a introduzir elementos simboélicos para
promover o desenvolvimento do dominio da linguagem algébrica e do pensamento algébrico.

Ponte (2009) também destaca a importancia da realizagdo de tarefas envolvendo
padrdes e regularidades, especialmente as tarefas que conseguem conjugar elementos
geométricos € aspectos numéricos, em que a representagao visual desempenha um papel
relevante. Para o autor, esse tipo de tarefa permite aos alunos empregarem diversas estratégias
de raciocinio e, conforme se observa nos dados aqui apresentados, estimula o pensamento
matematico e promove a aprendizagem matematica.

Consideracoes Finais

A capacidade de generalizar situagdes € um elemento fundamental da Matematica e o
desenvolvimento dessa capacidade figura como um dos principais objetivos do ensino de
Matematica (WARREN, 2009). Nesse sentido, ¢ importante envolver os alunos, desde muito
novos, em tarefas que os permitam compreender e expressar generalizagdes utilizando
diferentes sistemas de notagao.

Situagdes que envolvam a andlise de padrdes, regularidades e a busca por
generalizagdes oportunizam a realizacdo de investigagdes matematicas, que se caracterizam
por processos de formulagdo de conjecturas, testes e provas (demonstragdes). Muitas das
tarefas propostas com padroes e regularidades apresentam o potencial de desencadear
processos de investigacdo. Nessas questdes, os alunos deparam-se com situagdes
matematicamente ricas, acerca das quais se podem colocar diversas perguntas, cabendo-lhes
formular de forma mais precisa os aspectos a estudar. (PONTE, 2009, p. 171).

A proposicado de um problema aberto (assim tipificado por apresentar multiplos
métodos de resolu¢dao) envolvendo visualizacdo espacial e generalizagao possibilitou o
surgimento de diferentes resolu¢des e encaminhamentos para os questionamentos propostos,
respeitando os diferentes estilos de aprendizagem dos alunos e possibilitando diferentes
abordagens para um mesmo conteudo matematico.

Ao depararem-se com a diversidade de resolucdes apresentadas pelos colegas ao
problema, os alunos puderam compara-las e perceber algumas particularidades. Essa
diversidade de estratégias de resolugdo ¢ apontada por Bustamante, Ribeiro e Navarro (2015)
como uma das caracteristicas tipicas do processo de investigacdo matematica propiciado por
problemas abertos.

Confrontando suas resolugdes, os alunos buscaram validar seu raciocinio, em uma
tentativa de convencer o outro de que sua solucdo estava correta. Diante de diferentes olhares
sobre 0 mesmo problema, os alunos perceberam que, em certos casos, sua forma de pensar era
validada por resultados semelhantes encontrados por outras duplas. O exercicio de ouvir o
outro, ora no momento de investigagao em dupla, ora na discussdo com as outras duplas da
classe colocou os alunos em um movimento de produgdo de conhecimentos. Hintz (2014) nos
coloca que discussdes matematicas em sala de aula ajudam os alunos a desenvolver a
compreensdo de conceitos e procedimentos matematicos. Problemas abertos que
desencadeiam atividades de exploracdo e investigacdo possibilitam esse momento marcado
por partilha de ideias, questionamentos, indagagdes, argumentacdes e refutagdes. A
descoberta, pelos alunos, de uma variedade de estratégias e procedimentos plausiveis de
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serem aplicados a resolucdo do problema revela que os momentos de apresentagdo e discussao
a respeito do que foi observado e produzido nas investigacdes sdo especialmente favoraveis a
formacao do pensamento matematico. Essa constatagdo corrobora o momento de discussdo de
ideias e socializagdo dos resultados como imprescindivel em uma abordagem que assuma a
resolucao de problemas como estratégia de ensino de Matematica.

No que tange as diferentes compreensdes suscitadas a partir do problema da pintura
dos cubinhos, a comparagdo entre as diferentes estratégias empregadas possibilitou aos
estudantes transitarem por resolugdes apoiadas em procedimentos recursivos e procedimentos
gerais, avaliarem a conveniéncia de cada tipo de resolugdo e refletirem sobre qual tipo de
abordagem se mostrou mais adequada ao problema, destacando fragilidades e potencialidades
das representagcdes utilizadas. Esse movimento vivenciado pelos estudantes denota o
desenvolvimento de seu pensamento matematico, reforca a participagdo ativa dos estudantes
em seu processo de construcdo de conhecimentos e revela uma transi¢do inicial, do
pensamento aritmético para pensamento algébrico.

Outro aspecto caracteristico dos problemas abertos e das investigagdes matematicas
que se sucedem ¢ a imprevisibilidade do que pode acontecer no desenvolvimento da
atividade. No exemplo aqui retratado, apesar de o problema ter sido apresentado aos alunos
com a intencdo de se discutir aspectos da visualizagdo espacial, percep¢do de regularidades e
generalizagdes, o fato de algumas duplas apresentarem uma compreensdo equivocada do sinal
de igualdade ¢ um forte indicativo, para o professor, de um conteudo matematico que precisa
ser retomado com a turma. No ensino de Matematica planejado a partir da proposi¢ao de
problemas abertos, os alunos acabam revelando compreensdes ou (in)compreensdes e
formulando novos problemas que podem desencadear a abordagem de outros conteudos
matematicos, nao necessariamente planejados para serem trabalhados naquele momento. O
professor deve aceitar situagdes imprevistas, admitindo a possibilidade de novos
encaminhamentos para a atividade.

Finalizamos esse artigo destacando que a resolug¢do de problemas e, especialmente, a
resolucdo de problemas abertos, configura-se como uma abordagem que merece maior
destaque em sala de aula. As investigagdes decorrentes desse tipo de abordagem possibilitam
o desenvolvimento do pensamento matematico e permitem que os estudantes compreendam
ndo apenas a solu¢ao de um problema, mas também os diferentes caminhos que podem ser
trilhados durante a sua resolucao.

Referéncias

ABRANTES, P.; PONTE, J. P.; FONSECA, H.; BRUNHEIRA, L. Investigacoes
matematicas na aula e no curriculo. Lisboa: APM, 1999,

ALLEVATO, N. S. G.; ONUCHIC, L. R. Ensino-aprendizagem-avaliagdo de matematica: por
que através da resolucdo de problemas? In: ONUCHIC, L. R.; ALLEVATO, N. S. G;
NOGUTI, F. C. H.; JUSTULIN, A. M. Resolucao de problemas: teoria e pratica. Jundiai:
Paco Editorial, 2014. p. 35-52.

REMATEC/Ano 11/n. 21/jan.-abr. 2016, p. 141-154



153

ALLEVATO, N. S. G.; VIEIRA, G. Do ensino através da resolu¢ao de problemas abertos as
investigagdes matematicas: possibilidades para a aprendizagem. Quadrante, Lisboa, v. XXV,
n. 1, p. 113-131, 2016.

AMBRUS, A.; BARCZI-VERES, K. Teaching mathematical problem solving in Hungary for
students who have average ability in mathematics. In: FELMER, P.; PEHKONEN, E.;
KILPATRICK, J. (Ed.). Posing and solving mathematical problems: advances and new
perspectives. [S. I.]: Springer, 2016. p. (137-156).

BARBOSA, A.; VALE, 1.; PALHARES, P. Exploring generalization with visual patterns:
tasks developed with pre-algebra students. In: VALE, I.; BARBOSA, A. (Org.). Patterns:
multiple perspectives and contexts in mathematics education. Viana do Castelo: Escola
Superior de Educagao do Instituto Politécnico de Viana do Castelo, 2009. p.137-149.

BUSTAMANTE, J. G.; RIBEIRO, C. M.; NAVARRO, M. M. El conocimiento especializado
del profesor de matematica frente a problemas abiertos. In: Conferencia Interamericana de
Educacion Matematica, 14., 2015, Chiapas, México. Anais eletrénicos... Chiapas, México:
CIAEM, 2015. Comunicagao. Disponivel em: <http://xiv.ciaem-
iacme.org/index.php/xiv_ciaem/xiv_ciaem>. Acesso em: 24 jul. 2015.

CLEMENTS, D. H.; BATTISTA, M. T. Geometry and spatial reasoning. In. GROUWS, D.
A. Handbook of research on mathematics teaching and learning. New York: NCTM,
1992. p. 420-464.

CUNHA, D. S. L. Investiga¢cdoes geométricas: desde a formagdo do professor até a sala de
aula de matematica. 2009. 98 f. Dissertacao (Mestrado em Ensino de Matematica)-Programa
de P6s-Graduacdo em Ensino de Matematica, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de
Janeiro, 2009.

GROENWALD, C. L. O.; SILVA, C. K.;; MORA, C. D. Perspectivas em educacdo
matematica. Acta Scientiae, Canoas, v. 6, n. 1, p. 37-55, jan./ jun. 2004.

HINTZ, A. B. Strengthening discussions. Teaching Children Mathematics, v. 20, n. 5, p.
318-324, jan. 2014.

MORAES, R.; GALIAZZI, M. C. Analise textual discursiva. 2. ed. [jui: Editora Unijui,
2013.

OLIVEIRA, C. A. S. Recorréncia matematica aplicada a resolucio de problemas no
Ensino Médio. 2014. 57 f. Dissertagdo (Mestrado em Matematica) — Universidade Federal do
Amapa, Macapa, 2014.

POLYA, G. How to solve it? Princeton, NJ: Princeton University Press, 1945.
PONTE, J. P. Uma agenda para investigacdo sobre padrdes e regularidades no ensino-
aprendizagem da matematica e na formagdo de professores. In: VALE, I.; BARBOSA, A.

(Org.). Padroes: multiplas perspectivas e contextos em educacdo matematica. Viana do
Castelo: FCT, 2009. p. 169-175.

PONTE, J. P.; OLIVEIRA, H.;, CUNHA, M. H.; SEGURADO, M. 1. Historias de
investigacoes matematicas. Lisboa: Instituto de Inovagdo Educacional, 1998.

PONTE, J. P.; BROCARDOQO, J.; OLIVEIRA, H. Investigacoes matematicas na sala de aula.
2. ed. Belo Horizonte: Auténtica, 2009.

SAWADA, T. Developing lesson plans. In: BECKER, J.; SHIMADA, S. (Ed.). The open-
ended approach: a new proposal for teaching mathematics. Reston, VA: National Council of
Teachers of Mathematics, 1997. p. 1-9.

REMATEC/Ano 11/n. 21/jan.-abr. 2016, p. 141-154



154

TAKAHASHI, A. An overview: what is the open-ended approach. In: SECONDARY
SCHOOL TEACHERS PROGRAM, 2005, Park City. Disponivel em:
<mathforum.org/pcmi/hstp/sum2005/.../sstp.dayl.ppt>. Acesso em: 18 jul. 2016.

VALE, L; PIMENTEL, T. (Org.). Padrdes em matematica: uma proposta didatica no ambito
no novo programa para o ensino basico. Lisboa: Texto Editores, 2011.

VAN DE WALLE, J. A. Matematica no ensino fundamental: formagao de professores e
aplicacdo em sala de aula. Tradugao: Paulo Henrique Colonese. 6. ed. Porto Alegre: Artmed,
20009.

VIANNA, H. M. Pesquisa em educacio: a observacao. Brasilia: Plano Editora, 2003.

VIEIRA, G. Tarefas exploratorio-investigativas e a constru¢io de conhecimentos sobre
figuras geométricas espaciais. 2016. 170 f. Tese (Doutorado em Ensino de Ciéncias e
Matematica) — Universidade Cruzeiro do Sul, Sdo Paulo, 2016.

VIEIRA, G.; ALLEVATO, N. S. G. Tecendo relagdes entre resolugdo de problemas e
investigacdes matemadticas nos anos finais do Ensino Fundamental. In: SANTOS, C. A. B.;
ALLEVATO, N. S. G.; AMARAL, L. H.; CURI, E. (Org.). Ensino de ciéncias e
matematica: a producdo discente na pds-graduacdo. Sao Paulo: Terracota, 2012. p. 29-47.

WARREN, E. Patterns and relationships in the elementary classroom. In: VALE, I;
BARBOSA, A. (Org.). Patterns: multiple perspectives and contexts in mathematics
education. Viana do Castelo: Escola Superior de Educagao do Instituto Politécnico de Viana
do Castelo, 2009. p.29-47.

WAY, J. Problem solving: opening up problems. NRICH enriching mathematics,
Cambridge, jan. 2005. Disponivel em: <nrich.maths.org/2471>. Acesso em: 8 jul. 2016.

ZEICHNER, K. M. Para além da divisao entre professor-pesquisador e pesquisador
académico. In: GERALDI, C. M.; FIORENTINI, D.; PEREIRA, E. M. (Org.). Cartografia
do trabalho docente: professor(a)-pesquisador(a). Campinas: Mercado das Letras, 1998. p.
207-236.

Norma Suely Gomes Allevato

Grupo de Pesquisas e Estudos Avangados em Educacdo Matematica
(GPEAEM) — Universidade Cruzeiro do Sul — Sao Paulo - Brasil
E-mail: normallev@gmail.com

Gilberto Vieira

Grupo de Pesquisas e Estudos Avangados em Educagdo Matematica
(GPEAEM) — Universidade Cruzeiro do Sul — Sao Paulo - Brasil
E-mail: gilbertoeducador@yahoo.com.br

REMATEC/Ano 11/n. 21/jan.-abr. 2016, p. 141-154



