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Um Método de Arquimedes para a Quadratura da Parabola
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Introducgao

Para que chegassemos ao que hoje conhecemos como Calculo
Diferencial e Integral, completamente estruturado no século XVII por Newton e
Leibiniz, um longo e arduo caminho foi percorrido e uma legido de matematicos
participou desse processo. As contribuigdes da geometria grega, sem duvida, foi
uma das mais significativas para o desenvolvimento do calculo. Parte delas esta
gravada, sobretudo, nos trabalhos de Eudoxo de Cnido (408-355? a.C) e
Arquimedes (287-212 a.C) envolvendo o método da exaustdo'’.
Nos tempos de Arquimedes, século Il a.C, a matematica grega ja tinha alcangado
um alto grau de desenvolvimento e muitos resultados ja eram conhecidos, dentre
eles o préprio método da exaustao.

A contribuicdo de Arquimedes foi entdo ampliar o trabalho de Eudoxo
desenvolvendo um método de prova utilizando o Principio da Balanga. Nesse
tratado, “Sobre Equilibrio de Planos”, Arquimedes propdem que “ao seccionar um
sélido, o qual se quer calcular o volume, em um grande numero de discos e
suspendé-los numa extremidade de uma balanga imaginaria de modo que a
equilibrar outro sdlido, cujo volume e centro de gravidade sejam conhecidos”
(BALIEIRO, 2004, p.53).

Portanto, em alguns dos problemas sobre calculos de volumes de sdlidos
usando o principio da balanga, Arquimedes utilizou o principio da estatica. Isso é o
que o diferencia de seus antecessores, pois em seus varios tratados fica claro que
Arquimedes foi capaz de abarcar varios dominios da matematica grega de sua
época, bem como fazer incursdes pela hidrostatica, dptica, astronomia e mecanica.
Essas diferencas entre os trabalhos de Arquimedes e seus antecessores estado
bem expostas em Balieiro (2005). Segundo ele o trabalho de Arquimedes:

se caracteriza por um rompimento com a tradicdo grega
geométrica encaminhada a determinar medidas (areas e
volumes) e analogias entre essas medidas (quadratura,
cubaturas e retificagbes de curvas) estabelecida pelos
gedmetras do século Il a.C. e, em particular, por Euclides de
Alexandria; assim, a geometria arquimediana procurou
considerar e demonstrar proposicdes sobre areas e volumes
limitadas por novas linhas ou superficies curvas (quadratura
da parabola e espirais, cubaturas da esfera, cilindro,condides
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7 . O Método da Exaustdo, também conhecido por Principio de Eudoxo-Arquimedes, leva
essa denominacao por ter na sua base a teoria das propor¢des apresentada por Eudoxo de
Cnido (408-355 a. C.) e por Arquimedes de Siracusa (287-212 a.C.) ter sido o matematico
que maior visibilidade Ihe deu. O termo foi usado pela primeira vez em no século XVII por
Gregorio de Sao Vicente. A teoria das proporgbes esta bem detalhada no Livro V de Os
Elementos de Euclides.
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e esferdides), equilibrio de planos e seus centros de
gravidade, sobre corpos flutuantes.(BALIEIRO, 2004, p.54)

Para estabelecer seus resultados, Arquimedes se utilizava de
procedimentos heuristicos, ou seja, recursos provenientes das investigacoes
mecanicas. Suas descobertas geométricas, portanto, estdo fundadas e
relacionadas com postulados e proposi¢des de estatica e hidrostatica, formuladas
nos tratados Sobre o equilibrio dos planos e Sobre os corpos flutuantes, que nao
s6 permitem elaborar um esbogo prévio das solugdes ou demonstragbes de
alguns problemas ou teoremas geométricos, como sugerem um delineamento
plausivel que possibilitara facultar essas solu¢gdes ou demonstragdes por meio de
um raciocinio, rigorosamente logico, firmado em verdades desde logo aceitas sem
demonstragcdo, e em outras verdades demonstradas de antem&o, em
conformidade com os padrbes classicos da geometria grega, pelo método de
exaustao. (Cf. BALIEIRO, 2004, p.54)

Da breve exposigdo, €& possivel dizer, portanto, que o trabalho de
Arquimedes se constitui em wuma importante referéncia histérica para
compreendermos o desenvolvimento conceitual do calculo integral. Além disso, nos
fornece um rico instrumental para propormos atividades para a sala de aula
tomando a histéria como um agente de cognicdo no ensino-aprendizagem da
matematica, conforme propde Mendes (2006).

A seguir apresentamos uma dessas atividades.

A Atividade: a Quadratura da Parabola

O problema consiste em calcular a
area de um segmento parabdlico ABC. O
termo segmento é usado desde os gregos e
tem o seguinte significado:
“Se dissermos que A e B sdo dois pontos no
plano, entdo AB ou BA é o segmento que

une os dois”, conforme figura 1. B

Figura 1 — segmento AB ou BA

Desse modo, a figura 2
representa um segmento -
parabdlico que passa pelos pontos
A, BeC,onde Ae Csdoabasee
B o vértice da parabola.

]

Figuré 2. segmento parabodlico ABC
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Se ligarmos os pontos A e C por
uma reta obtemos o segmento
parabdlico limitado pela reta em
AC, figura 3:

Com base nisso, um
problema que intrigou os gregos foi
encontrar a medida da area abaixo
do segmento parabdlico e limitado
pela reta de A até C, conforme
figura 4:

Arquimedes apresentou a solugdo do problema. Para iniciar Ele propds a seguinte

hipotese:

Hipotese de Arquimedes:
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s N
Figura 3. Segmento parabolico ABC

c

limitado pela reta em AC

Figura 4. Area sob o segmento parabdlico

ABC e aretaem AC.

1
Uma secgéo de paradbola excede em = a area do triangulo inscrito de mesma
=

base da segdo de parabola e cujo vértice € o mesmo da parabola”. Isto é, a area do

segmento parabolico é — a area do triangulo inscrito na parabola, de mesma base e
o

mesmo vértice.

Em notagdo algébrica moderna, temos:

A NAEC

4

= -4

'q

AABC

Prova:

Dado o segmento de parabola ABC, conforme figura 3:

1. Tracemos por A uma reta paralela ao vértice B e por C uma reta tangente a
parabola nesse ponto. A reta tangente a C deve cortar a reta tangente a A no ponto
Z. Unir, com retas, os pontos AC, AB e BC, formando o tridngulo AABC, de acordo

com figura 5:
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2. Tracemos uma reta entre a reta que passa
por A e o vértice e que seja paralela ao vértice.
Esta reta corta a base da parabola no ponto X,
a parabola no ponto O, em M a reta tangente
ao ponto C, em N a reta CB e em K, a reta AZ,
conforme figura 6.

A partir da figura 6, Arquimedes
deduziu as seguintes relagdes envolvendo o
produto de segmentos, ou seja, ele deduziu
que:

OX.AC — AKX XM
e que

A
VAR

)

=

Figura 5 - triéng-ulo ABC interior a

parabola

OX.KC = EN.XM

Além disso, essas relagbes lhe levaram
fazer a seguinte consideragéo:
Se prolongarmos a reta BKC até um ponto D, tal
que a distancia KC seja igual a distancia KD e
colocar sobre essa reta um segmento de
longitude igual a OX no ponto D. obtemos a
figura 7:

/.“‘\

y
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Figura -7 — Principio da balanca
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Segundo Arquimedes, utilizando as Leis da Balangam, este segmento equilibrara
MX com respeito ao ponto K. Entéo:

a soma de todos os segmentos OX correspondera a area da
superficie do segmento parabdlico ABC e a soma de todas as retas
MX é a area total do triangulo ACZ.

Assim, a superficie de segmento OX, cujo centro de gravidade esta em D,
equilibra a superficie do triangulo ACZ, que tem seu centro de gravidade em G,

1
ponto este situado sobre a reta KC, e a uma distancia de K de — de KC.

o

1
Portanto, a superficie de segmentos XO, isto é (I;il; 1 ;E é — da area do

AACZ. Desse modo, podemos ver que a area do AACZ é quatro vezes a area do
triangula AABC, ja que £K = AK e AE = EC e também se verificam as

proporgoes:

al FR
AC AK
AR Ar
Dai fica facil deduzirmos que £ = — = —. Feito isso, é possivel

afirmar que a altura do triangulo AATYZ é quatro vezes o triangulo AACE e suas

bases sdo iguais a AC. Portanto, a area do segmento parabdlico ABC é f da éarea

do triangulo AABC.
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