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Euclid’s Elements for the 21st Century, a technological “upgrade” in
interactive images

Elementos de Euclides para el siglo XXI, una “actualizacién” tecnolégica en
imagenes interactivas

Hélder Pinto'® @

RESUMO

A Historia e a Tecnologia sdo duas ferramentas bastante utilizadas no contexto da Educacdo Matemética. Contudo,
a utilizacdo simultanea destes dois instrumentos ainda é extremamente residual. Neste artigo iremos apresentar
um exemplo de como utilizar a tecnologia, em particular, o GeoGebra, para abordar um livro marcante na Histéria
da Matematica: Os Elementos de Euclides. Utilizando este software de geometria dinamica é possivel novas aborda-
gens as demonstracdes de Euclides, permitindo que os estudantes tenham acesso a imagens construidas «passo a
passo» e ndo apenas a uma imagem final estatica como acontece num livro ou num pdf.

Palavras-chave: Histéria da Matematica; Tecnologia; Educacdo Matematica; Os Elementos; Euclides.

ABSTRACT

History and Technology are two tools widely used in the context of Mathematics Education. However, the simul-
taneous use of these two instruments is still extremely residual. In this article we will present an example of how
to use technology, in particular, GeoGebra, to approach a remarkable book in the History of Mathematics: Euclid’s
Elements. Using this dynamic geometry software, new approaches to Euclid’s demonstrations are possible, allowing
students to have access to images constructed «step by step» and not just a final static image as it happens in a
book or a pdf.

Keywords: History of Mathematics; Technology; Mathematics Education; The Elements; Euclid.

RESUMEN

La Historia y la Tecnologia son dos herramientas muy utilizadas en el contexto de la Educacién Matematica. Sin
embargo, el uso simultdneo de estos dos instrumentos es todavia extremadamente residual. En este articulo pre-
sentaremos un ejemplo de cémo usar la tecnologia, en particular, GeoGebra, para abordar un libro notable en la His-
toria de las Mateméticas: Los Elementos de Euclides. Con este software de geometria dindmica, son posibles nuevos
enfoques a las demostraciones de Euclides, permitiendo que los estudiantes tengan acceso a imagenes construidas
«paso a paso» y no solo a una imagen estatica final como sucede en un libro o un pdf.
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INTRODUCAO

A utilizacdao da Tecnologia e da Histéria da Matematica como ferramentas educativas
estd bem documentada, embora ndo existam muitos estudos que abordem a sua utilizacao
simultanea em contexto escolar.

A tecnologia é uma parte incontornavel do quotidiano moderno atual. Assim, a edu-
cacdo nao se pode alhear deste movimento e, desde cedo, comecou-se a refletir sobre as
implicagdes da tecnologia no processo educativo. Por exemplo, um artigo de 1996 (Cuoco
e Goldenberg) ja afirmava que a «new technology poses challenges to mathematics educa-
tors» e analisava qual deveria ser o papel da tecnologia na educacao matematica. De facto,
até se ia um pouco mais longe refletindo sobre quais deveriam ser as mudancas no curriculo
da disciplina de matematica para acomodar o advento da nova tecnologia, em especial da
computacional. Note-se que este papel da tecnologia na educacao continua em discussao/
andlise como pode ser observado, por exemplo em Cullen et al. (2020), num artigo de titulo
muito similar ao texto de Cuoco e Goldenberg (1996). Além disso, com o advento de novas
tecnologias como, por exemplo, o ChatGPT (EATON, 2023), esta é uma discussao que tera
de ser revisitada recorrentemente de modo que o processo educativo consiga acomodar as
sucessivas tecnologias emergentes.

Math education has been challenged by calculators, by Google, by homework and
notes sharing platforms, by WolframAlpha, and more. This is another moment for us
to think about how we want to adapt our instruction in light of an ever-changing
landscape (EATON, 2023).

Quanto as potencialidades da Histéria da Matematica no ensino também existem
muitos estudos como, por exemplo, Clark et al. (2018), Clark (2019) e Jankvist (2009), existin-
do um grupo afiliado no ICMI, criado em 1976, que se dedica a esta tematica, The Internatio-
nal Study Group on the Relations between the History and Pedagogy of Mathematics—-HPM, com
conferéncias internacionais e publicacbes regulares.

Research on the many ways in which history of mathematics can be used in the tea-
ching and learning of mathematics seems boundless. There are many open questions
in the field, yet when considering educational standards set by different countries
around the globe and the persistent (primary and secondary) teacher lament that
“there is not enough time to teach history of mathematics” in mathematics lessons,
addressing the questions through different research efforts can be problematic.Part
of the issue with conducting research on the use of history in teaching and learning
mathematics is the need to make clear the potential for student learning that research
in the HPM domain has shown (CLARK, 2019, p. 49).

Quanto a exploracao simultanea das duas areas (Histéria e Tecnologia) na educa-
¢ao, os estudos sao muito escassos. Por exemplo, o artigo de Isoda e Aoyama (2000) aborda
exemplos da utilizacao de LEGO e softwares de geometria dinamica na abordagem de um
problema mecanico/geométrico de L'Hospital (1696) em contexto escolar. Em 2004, Isoda
indica o potencial para a utilizacao de ferramentas histéricas e softwares computacionais
apresentando uma experiéncia que foi realizada no ensino secundario:

The project has developed more than ten examples in each year and has included
activities that students can use to interpret historical texts or their English translations
trough technology. [...] The historical tool and software enabled students to remind
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developer’s reasoning. Because the lesson started from a historical picture of ellipse
compass and gave it meaning within a historical tool for reminding developer's pers-
pective, students could understand mathematics as a Human Endeavor (ISODA, 2004,
p. 233 e 236).

Alguns autores defenderam ainda, a propdsito das diretrizes de um curso de Histéria
da Matematica (da Mathematical Association of America), que a tecnologia também pode ser
uma ferramenta Util ao abordar conteudos histéricos, uma vez que permite o acesso a muita
informacao online, bem como o acesso a animacodes e objetos digitais interativos.

While there are several books of original sources in mathematics, there are also several
internet sites where such sources and projects that use them can be found. As in other
mathematics courses, computer animations and interactive applets can be helpful in
developing students'mathematical understanding (TATTERSALL et al,, p. 4).

Em conclusao, existem falta de estudos que permitam uma compreensao plena das
potencialidades da tecnologia como complemento da utilizacao da Historia da Matematica
no ensino, bem como quais as potencialidades da tecnologia para ensinar a prépria Histéria
da Matematica (por exemplo, na formacao inicial e continua de professores) — observe o dia-
grama apresentado na figura 1. O exemplo apresentado neste artigo tem potencialidades
nas duas areas: a tecnologia permite uma melhor compreensao do conteudo d'Os Elementos
e, por outro lado, permite levar esta obra mais facilmente para o contexto escolar, exemplifi-
cando e ajudando os estudantes a compreender o rigor de uma demonstracao matematica
e a natureza da propria disciplina.

Figura 1. Diagrama das relacdes entre Histdria, Ensino e Tecnologia na Matematica.

Ensino da
Matematica

/7 -\

Historia da <—“’ Tecnologia
Matematica '

Fonte: Elaboracao propria do Autor

OS ELEMENTOS DE EUCLIDES: A OBRA E ABORDAGENS ALTERNATIVAS
AO LONGO DA HISTORIA

Os Elementos de Euclides sdo uma obra marcante na Histéria da Matematica e, em
particular, na Geometria e que manteve a sua centralidade até ao aparecimento da geome-
tria cartesiana. De facto, durante séculos foram sendo publicadas inUmeras versdes desta
obra, na sua totalidade ou em parte, em diversas linguas e em diversos contextos. Note-se
que, mesmo no ultimo século é possivel encontrar novas versdes desta obra, 0 que atesta
bem o interesse que ainda hoje suscita em matematicos e historiadores; realcam-se, por
exemplo, a extensa versao comentada de Thomas Heath de meados do século XX (Heath,
1956), com re-edi¢Oes atuais da Dover, bem como a versao de 2009, em portugués, de Iri-
neu Bicudo (2009). Em https://www.mat.uc.pt/~jaimecs/euclid/elem.html é ainda possivel
encontrar uma outra versao parcial, em portugués, que é uma reproducao de um original
publicado em 1855 pela Universidade de Coimbra (Commandino, 1855). A longevidade
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desta obra pode ser explicada por varios fatores, destacando-se a sua extensao (todos os
resultados importantes da geometria da época estao 13) e a sua estrutura encadeada de as-
suntos (em geral, cada demonstracao utiliza a proposi¢cao imediatamente precedente, o que
mostra bem o carater estruturado e fundamentado da matematica). Esta estrutura, assente
em Defini¢des, Postulados e Axiomas (por vezes, também designadas por No¢cdes Comuns),
mostra bem como é construido o “edificio matematico” e de onde “nasce” a forca dos resul-
tados matematicos, onde, partindo de poucas premissas que se assumem como verdadei-
ras, se demonstra, passo a passo, resultados complexos como, por exemplo, o Teorema de
Pitagoras e o seu reciproco (as duas ultimas proposicoes, 47 e 48, do Livro | d'Os Elementos).
Como exemplo, observe a figura 2 abaixo onde é apresentada a estrutura das demonstra-
¢Oes das trés primeiras proposicoes do Livro |, a saber:

Proposicao 1: Construir um triangulo equilatero sobre um determinado segmento
de reta.

Proposicao 2: De um ponto dado, construir um segmento de reta igual a outro seg-
mento de reta dado.

Proposicao 3: Dados dois segmentos de retas desiguais, cortar do segmento maior
uma parte igual ao segmento menor.

Figura 2. A estrutura de dependéncias das trés primeiras proposi¢ées d'Os Elementos

| Elementos |, 1

[Pest 1 | JPost.n] Jrost m].. . |Det. xv]... I nea] Inen] [neu]..

Fonte: Silva e Pinto, 2013, p. 217.

A seguir, apresentam-se as premissas em que assentam estas trés demonstracdes, de
modo a verificar que sao afirmacdes “facilmente aceitaveis” por todos e que, por isso mesmo,
nao necessitam de demonstracdo (e podem ser as fundacoes do “edificio matematico”):

« Postulado I: Pede-se como coisa possivel que se construa um segmento de reta de um
ponto qualquer para outro qualquer;

« Postulado II: Eque um segmento de reta possa ser prolongado em direitura de si mesmo
até onde seja necessario;

« Postulado lll: E que se possa contruir um circulo dado um qualquer centro e um qual-
quer segmento de reta [raio].

« Definicao XV: Circulo é uma figura plana, fechada por uma s6 linha, a qual se chama
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circunferéncia, de maneira que todos os segmentos de reta, que de um certo ponto
existente no meio da figura, se conduzem para a circunferéncia, sdo iguais entre si.

« Noc¢ao Comum I: As coisas que sao iguais a uma terceira coisa, sao iguais entre si.

Por outro lado, realce-se que se utiliza a proposicao 1 na demonstracao da proposi-
¢ao 2; utiliza-se a proposicao 2 na demonstracao da proposicao 3; e assim sucessivamente.
Note-se ainda que, como ja foi observado, o Livro | termina com o designado Teorema de
Pitagoras (e seu reciproco, isto &, se a soma dos quadrados de dois lados de um triangulo
for igual ao quadrado do terceiro lado, entao, o triangulo é retangulo) que ainda hoje é en-
sinado nas nossas escolas do ensino basico e, portanto, ¢ um tema familiar aos estudantes
atuais. Esta estrutura permite visualizar facilmente o carater construtivo e recursivo do co-
nhecimento matematico.

Ao longo da Histéria foram consideradas varias abordagens a esta obra de Euclides.
Dada a enorme procura, foi um dos primeiros livros a ser impresso (antes disso circulava
em manuscritos copiados a mao), tecnologia inventada em 1430 por Gutenberg. Erhardus
Ratdolt (1442-1528) publicou em Veneza, em 1482, a primeira versao impressa desta obra,
Euclid Liber elementorum in artem geometrie, mas muitas outras foram surgindo ao longo dos
séculos.

Uma outra versao muito interessante, apresentando diagramas coloridos para um
melhor entendimento das demonstragdes foi publicada em 1847 por Oliver Byrne. Esta obra
tinha a particularidade de os objetos matematicos nas demonstracdes serem identificados
por diferentes cores, tornando-as menos “pesadas” e bastante mais apelativas. Esta versao
foi atualizada online https://www.c82.net/euclid/#books (da responsabilidade de Nicholas
Rougeux), onde atualmente é possivel consultar o livro, mantendo o mesmo estilo grafico,
em varias linguas («Old English», «<Modern English», espanhol e grego). E um bom exemplo
de como atualizar um livro antigo tecnologicamente permitindo um novo grupo alargado
de leitores.

Figura 3. Adaptacdo online, em espanhol, da Proposicao 1 do livro de Byrne

2 & 0O

Vi Acerea de Pémers Intresdwsecids Simbolos

Traza y @ (poftulade 3.); dibuja vy —— (poit, 1),
cntonces "_q. scri cquilatero,

Pary =— = (et 15,

y — i — e ]

= m— o

v por ko tanto E ex el tridngulo equiliters requerido.

Q.E.D

Fonte: https://www.c82.net/euclid/
Em Portugal, no século XVII, o Colégio dos Jesuitas em Coimbra apresentava nas suas

salas de aula varios azulejos com imagens das demonstracdes de Euclides (Duarte, 2007),
reproduzindo figuras da versao de André Tacquet. Na figura 4 é apresentado um exemplo
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de um desses azulejos, bem como a imagem original a partir da qual terd sido reproduzido.
Estes azulejos eram maiores que o usual e pretendiam servir de apoio pedagdgico as aulas
de matematica, num outro exemplo de inovacao utilizando Os Elementos de Euclides. No-
te-se que existiam ainda azulejos de outras areas tematicas como astronomia e geografia
com a mesma finalidade. Atualmente, alguns destes azulejos podem ser visitados no Museu
Machado de Castro em Coimbra (Portugal).

Figura 4. Adaptacdo para azulejo de uma imagem d’'Os Elementos de Euclides editado por Andre
Tacquet

- L

Livre 111, Proposicdo 25

Fonte: Duarte, 2007, pp. 48 e 49.

OS ELEMENTOS DE EUCLIDES: EXEMPLOS INTERATIVOS DA WEB

Com o advento da Internet e da possibilidade de criar conteddos geométricos dina-
micos, foram surgindo abordagens interativas aos Elementos de Euclides. Uma muito divul-
gada, da autoria de David Joyce (1996-7), pode ser consultada http://aleph0.clarku.edu/~d-
joyce/java/elements/toc.html. Na figura 5 temos a demonstracao da sua proposicao 1.

Figura 5. Reproducao da demonstracdo interativa da Proposicao 1 do Livro | d'Os Elementos de
Euclides (D. Joyce)

Troposirion |
To comstrict an equalareral friangle on @ groem fimre straupht line
Lot AR b the jrvems Fmate wtsinght o

e i pequared o comamact an squilmens] samgle on the smmaghr fme 1F
= X0 — Deeinite Bt v be B wuth covtey A wnd vadves AR Apam dewiite Bie cuiht ACE wth covne B aid sadies B Lowk e it bt O annd OF 181
-~ - e o the poast O af whach o corches cuf one oty bt pomts A and B seaie
/ i A% Nerw, e e poamt A 5 e comber of the cuche COB sherefone A0 oguals AF Apam sne the pomn 8 s the conter of the coclie CAE iherefore 5T et

L1 aquals B4
D,' AAB F B was peoved el o AR dhevefare sach of der sannghs lanes B sl B wquals AR
\ Ard e vk equal the wrme teng alo el 2or s, theerforr AC whe roualy 5O L3
Thmrdosr tor dre shagld s 40, 28 and B oqual snr snather

i z Thetefote the wungle ABC i egucdaberal and o Bas been comwuied oa the grien Geote wraght bae A5 L
Qs

Fonte: Joyce, 1996-7.

O utilizador tinha a possibilidade de mover os pontos A e B, “percebendo” que a
construcao/demonstracao apresentada é valida qualquer que seja o segmento de reta ini-
cialmente considerado. Do lado direito existem links que permitem rapidamente recordar
quais os Postulados, Definicdes e Nocdes Comuns que estao a ser aplicados. Para além dis-
so, todas as demonstragdes sao posteriormente ricamente comentadas com apontamentos
varios como criticas, imprecisdes, demonstragdes alternativas sugeridas por outros autores
antigos, etc. E ainda referido em que outros resultados desta obra ¢é utilizada esta proposi-
¢ao: Proposicoes 2,9, 10 e 11 do livro I, bem como nas Proposicdes 11 e 22 do Livro XI. Nas
primeiras demonstracdes mais simples, é relativamente facil de acompanhar os objetos que
vao sendo apresentados/criados; o mesmo nao sucede quando a demonstracao é mais ex-
tensa como acontece, por exemplo, na Proposicao 47 (Figura 6).
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Figura 6. Repoducao da demonstracao interativa da Proposicao 47 do Livro d’Os Elementos de
Euclides (D. Joyce)

Proposition 47
I right.angled triangles the square om the side spposite fhe right aaple equals the nam of the squares on the sides containing the right aeple.

| Lt A i noghe g e gl BAC gt
1 say dhae g nmary on B squals the veen of the squaves on Bd and 40
Dhwscribe the sguatre BOET o O, i thor scpares. O sl WC om Bt and A€ Drvarw AL shacasgh A paraelne eshaw B0 ou CF sl join AD s FE iH

PRt =7y
Sance woch of the mgles 800 e S0 1 tighe. ot Follewn thon wrih o stinaghe e B4 and of the poent 4 on 1, e e ittt bewes AT and el
H 40imot frng om the vame e muke he adiacens mgies squl 0 reo g g, derefore C4 om0 vghe e wih 4 Lo
I3 y - Foot e cammee prision B0 0 oo e 8 st fower sk A0
& : Samsce the angle DEC equah the sngle FRAL for rack i right, ackd the angle £BC o nach, dhrefors the whole angle DAL equals the whole snghe FBC ey
K Samce Dl pepuaie B, and FH npmats 4, the two sdes 0 and B pqual the ras sdes F3 and B¢ mpecively, and e sagie G0 equais o= o
e hagte FEC, MhreSone e bine LD oqpails the bise FIC i M it A eqpuils th Wingle FBC i

Now vhe puraliciogram 8L n dovbls e mangle ARD. for ey hane the sarer buse B0 and wve e samer paraiiels BD and 48 Al e sowme 008 1 doukie the
srisngle FEC. fou sy agams bure the same base FB and me = the same parallels F5 and GO

Thevrdsre the parafeloypam B7 abec rquad dur square G il
Sy, of AL and BIC are pooterd. ikt pansBehopras C1 can alin be preved oqwal s pouare ST Therefre the whele sqeare SOEC equalt dhe pom o the ro
— Ty

At sipuaen BOUC i descrbed on BC. sad She spares B 50d WC 0n 4 aad 47 fare)
Therefore e square o8 BC nguils e vom of the iguires o A asd AC

Thevrdore ix ripht anglad friamgias Y dquare on the dide opposite Sha Pight ol el S um of She squarez an tha sides covtaining tha rigit angla

aie

Fonte: Joyce, 1996-7.

Infelizmente, nesta altura, a interatividade ndo esta funcional e nao é possivel mo-
ver os pontos nas figuras. Ao contrdrio de um livro, a maioria dos conteudos tecnologicos
necessita de manutencao para continuar funcional e manter as caracteristicas previstas no
momento da sua concecao. No ano letivo 2007/2008, no ambito do meu doutoramento na
Universidade de Lisboa, construi um website similar para o Livro | (PINTO, 2008). Estava em
lingua portuguesa e apresentava as demonstracdes de Euclides «passo a passo», isto é, o
utilizador comecava apenas com os objetos iniciais do enunciado (que podiam ser alterados
movendo o cursor) e ia, conforme pretendido, avancando na demonstracao. Na Tabela 1
pode-se consultar o exemplo da demonstracao da Proposicao 1.

Tabela 1. Reproducao da demonstragao interativa, passo a passo, da Proposicao 1 do Livro |1 d’Os Elementos
de Euclides

—————
#1234 56

A—THE

Dados iniciais do enunciado da Proposicdo 1. Os pontos A e B podem ser movi-
mentados. O ponto acima pode ser movido para avancar na demonstracao.

F—————+—
012 3 475 8

Congtrile o Clrenlofd,A By (Postulado 11

\

\/

1.° passo da demonstracao e respetiva justificacdo a direita.
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¢ r2 2 456

Consirulr o ClrenlofA,AB) (Posiukedo ITH
Constriiir ¢ Ciresilof B, A5} (Postuleda 171
= Creufofd, AB) M Cirenlo{B, A B}

2.2 passo da demonstracao e respetiva justificacdo a direita.

e r2 3458

Conttrlr o Cincrdof4,A B} (Posiukado 1T

\ \ Constriir & Ciresdo{B, AB) (Postulads [H)
\ : € = Clreudof4,AB) A1 Cireslo{B, A5}

\ Construde AC & BC (Fostulado I}

3.2 passo da demonstracao e respetiva justificacdo a direita.

4
o f X 3 456
e O Construlr o Circadofd, AB) {Posiubado 1)
,-'/ Construlr o Clrenlod B, AB) (Posinlado 111}
£ .
S A \ C = Circulof{A, AB) M Circulo{B,A 5}
i ! L b1
! f \\'-I 1 Consirudr AC & BC (Postuksdo I}

AB = AC (Dafinigio XV)

f

4.0 passo da demonstracéo e respetiva justificacdo a direita.

¢ 1 3 4358

25 = .__1("___,_.. —_— Constrnlr o Cirenlofd, A8) (Poshlado 1)
fr/l ‘-\ Constrnihr o Cirendsf B, A8) {Postulads IT1)
./ f‘-'f \ C = Circudofd,AE) N ChrendofB,AB)
I,-" _.". /! ""-I 1\". Construdr AC & BC {Postulado I)

AB = AC (Definipde XV)

| / AB = BC {Dafinio XV}
\ /
b1

5.2 passo da demonstracao e respetiva justificacdo a direita.
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( 1._ — Conttrde o Clrendifd, A B Poshelad:
' 4 s ot ibr o Cirenilal B B Pl i
./. \\ vittrzilr ¢ Corendaf T AR} (Postukad
._"' = CircudofA AR N ChrenlsB.A
Construdr AC & BC {Postulade §)

L8 1T (Definisie XNV)

L = BC (Dafinipde XV)

| | y 40 = B0 (A xkvwra f)
\'\.‘ ) ,.z”f A AB =AC=FC @

6.° passo da demonstracdo e respetiva justificacao a direita. Conclusao final.
Fonte: Pinto, 2008.

Estes applets interativos podiam ser complementados com uma ficha de trabalho em
sala de aula, ficha essa que pode ser consultada em (PINTO, 2011, pp. 45-61). Infelizmente,
tal como no website de David Joyce, estes applets também nao se encontram presentemente
funcionais.

OS ELEMENTOS DE EUCLIDES: UMA POTENCIALABORDAGEM USANDO
GEOGEBRA

Dada a obsolescéncia dos dois websites referidos na secao anterior, surgiu a necessi-
dade de refazer as demonstracdes num novo software. A escolha recaiu no GeoGebra por ser
gratuito e ser bastante utilizado por professores e alunos em contexto escolar. Em https://
www.GeoGebra.org/materials pode encontrar muitos materiais interativos construidos nes-
te software e em http://GeoGebra.ese.ipp.pt/ encontra varias informacgdes sobre o Instituto
GeoGebra Portugal (congressos, workshops, etc.).

O objetivo passa por replicar as demonstracdes do Livro | de Euclides, na l6gica de
(Pinto, 2008), para o software GeoGebra. Trata-se de um trabalho em curso, estando ja elabo-
radas as demonstracdes das Proposicoes 1, 2, 3 e 47. Na tabela 2 estao os passos sequenciais
da demonstragao da Proposicao 2 (que, nao sendo dificil, apresenta ja uma certa extensao e
uma imagem final com bastantes elementos).

Tabela 2. Reproducédo da demonstracao interativa, passo a passo, da Proposicdo 2 do Livro | d’'Os
Elementos de Euclides (GeoGebra da autoria de H. Pinto).

Dados iniciais do enunciado da Proposicao 2. Os pontos A, B e C podem ser movi-
mentados. O ponto «Passos» acima pode ser movido para avancar na demonstra-
cao.

Revista de Matematica, Ensino e Cultura—REMATEC, Belém/PA, n. 44, €2023009, 2023 9



Os Elementos de Euclides para o século XXI, um “upgrade” tecnoldgico em imagens interativas

ELEMENTOS 1,2

Patsos = 1

R

1.° passo da demonstracao e respetiva justificacao a direita.

ELEMENTOS 1.2

Parsos = 2

Proposicao imediatamente precedente).

2.2 passo da demonstracgao e respetiva justificacdo a direita (note-se que se utiliza a

ELEMENTOS 1,2

Pessos = 3

_.7

3.° passo da demonstracdo e respetiva justificacao a direita.

ELEMENTOS 1,2

Passers = 4

4.0 passo da demonstracdo e respetiva justificacdo a direita.
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ELEMENTOS |,2

[ ]

5.2 passo da demonstracao e respetiva justificacdo a direita.

ELEMENTOS 1,2

Passos =8

6.° passo da demonstracao e respetiva justificacdo a direita.

ELEMENTOS 1,2

Passos = 7

sgranto [AB] Poshulace

|08} Poshdade

7.2 passo da demonstracdo e respetiva justificacao a direita.

ELEMENTOS 1,2

Passos=

8.2 passo da demonstracao e respetiva justificacdo a direita.
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ELEMENTOS 1,2

Fasses = 0

LaSamineta{ DA ICcunientnes(DG:
BC+B0 Defin

L]
aQ
9.2 passo da demonstracao e respetiva justificacdo a direita.
Paages = 1)
Comirur & egreni [AS] Poshuada
L
a
10.° passo da demonstracao e respetiva justificacdo a direita.
B .
—.‘ Corns sogments AB| Postulads |
Consirnr o rdnguic esithens [ABD)|
Presongan o o B 0% BT
L]
&
11.° passo da demonstracdo e respetiva justificacdo a direita.
Passcs = 12 e
Cormine o s [AB] Postulss |
Fcunlesincn(B BC)
wnigebrca (D/0G) Postuade
DAINCAcunisnbnC (DG
L
-}
a

12.° passo da demonstracao e respetiva justificacdo a direita. Conclusao final.
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Tal como em (Pinto, 2008), a grande vantagem desta aplicacao esta na interatividade
(possibilidade de o utilizador escolher os objetos iniciais da demonstracao), bem como a
possibilidade de se observar visualmente a construcdo da demonstracao, passo a passo. E
ainda utilizado um esquema de cores para se perceber o que esta em causa em cada mo-
mento da demonstracao: a preto os objetos iniciais; a vermelho o que esta a ser construido/
demonstrado naquele passo; a azul constru¢cdes que nao estao a ser consideradas no mo-
mento e a verde resultados que estdo a ser utilizados para se concluir o que esta assinalado
a vermelho.

CONSIDERACOES FINAIS

Os Elementos de Euclides foram um sucesso aos longo dos séculos pois apresentam
conteudos que continuam, até aos dias de hoje, essenciais na geometria plana elementar e
que surgem recorrentemente na matematica escolar dos primeiros anos. Além disso, € um
bom exemplo de como funciona o «edificio matematico» (o que é uma demonstracao mate-
matica, o que deve ser o rigor de uma demonstracao onde cada passo deve ser devidamente
justificado com resultados previamente demonstrados); de facto, aplica-se em Matematica
a bem conhecida metafora dos andes sobre ombros de gigantes, onde sé possivel descobrir
novas verdades a partir das verdades descobertas anteriormente e que nos colocam num
patamar acima e privilegiado para avangarmos cientificamente. Assim, aproveitando a tec-
nologia atual, a interatividade e os softwares de geometria dinamica existentes atualmen-
te, é possivel dar uma nova «roupagem» e aplicar novas abordagens para dissipar parte da
dificuldade que existe em ler um texto «original» do passado, como é o acaso da obra aqui
referenciada.
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