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Modelo Epistemoldgico de referencia en torno
al estudio de los vectores en la geometria
Epistemological reference model for the study of vectors in geometry
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RESUMO

Este articulo permite explicitar un instrumento esencial para estudiar y analizar los procesos de transposicion di-
dactica del conocimiento matematico antes de ser transformado para ser ensefiado. El objetivo es exteriorizar as-
pectos importantes de la constitucion de un Modelo Epistemoldgico de Referencia para la ensefianza. En particular
nos centramos en la ensefanza de los vectores en la geometria. Se respondera la cuestion ;Qué modelos existen
para el estudio de los vectores en la geometria? Para dar respuesta se realiza un analisis historico mostrando la ra-
z6n de ser y la génesis de los vectores en la geometria. Se propone como resultado los tres modelos identificados,
es decir el estudio de vectores en la geometria sintética, en la geometria analitica y en el dlgebra lineal.
Palavras-chave: Modelo Epistemoldgico de Referencia; Teoria Antropoldgica de lo Didactico; Vectores;
Transposicion didactica.

ABSTRACT

This article allows to explain an essential instrument to study and analyze the processes of didactic transposition of
mathematical knowledge before being transformed to be taught. The objective is to externalize important aspects
of the constitution of an Epistemological Reference Model for teaching. We focus on teaching vectors in geometry.
The question will be answered: What models exist for the study of vectors in geometry? To provide an answer, a
historical analysis is carried out showing the reason for being and the genesis of vectors in geometry. The three
identified models are proposed as a result, and the study of vectors in synthetic geometry, analytical geometry and
linear algebra is proposed.

Keywords: Epistemological Reference Model; Anthropological Theory of Didactics; Vectors; Didactic transposition.

RESUMEN

Este artigo permite explicitar um instrumento essencial para estudar e analisar os processos de transposicdo
didéatica do conhecimento matematico antes de ser transformado para ser ensinado. O objetivo é exteriorizar
aspectos importantes da constituicdo de um Modelo Epistemolégico de Referéncia para o ensino. Em particular,
nos centramos na compreensdo dos vetores na geometria. Vocé responderd a pergunta: Quais modelos existem
para o estudo dos vetores de geometria? Para dar resposta é realizada uma analise histérica mostrando a razdo
de ser e a génese dos vetores na geometria. Se propor como resultado os trés modelos identificados, é descrito o
estudo de vetores na geometria sintética, na geometria analitica e na algebra linear.

Palabras clave: Modelo Epistemolégico de Referéncia; Teoria Antropolédgica do Didatico; Vetores; Transposicdo
didatica.
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Modelo Epistemoldgico de referencia en torno al estudio de los vectores en la geometria

INTRODUCCION

Teniendo presente que la transposicion didactica puso en evidencia la necesidad de
ahondar en lo epistemoldgico como base para entender los factores que posibilitan, con-
dicionan, e incluso, a veces impiden, la construccién de ciertos saberes en una institucion
determinada, asi como las formas que se proponen para la construccién de dichos saberes
(saber ensenado), y las construcciones efectivas que se llevan a cabo (saber ensefado y sa-
ber aprendido) (Garcia y Sierra, 2015).

Para el analisis de los procesos de trasposicién didactica consideramos los aportes en
el marco de la Teoria Antropoldgica de lo Diddctico (TAD) de los Modelos Epistemoldgicos de
Referencia (MER).

Este articulo tiene como objetivo presentar elementos que contribuyeron a la cons-
truccién del modelo epistemoldgico del estudio de vectores en geometria. Para lograr dicho
estudio se realizé una revisidn histérica de la génesis de este objeto matematico en cues-
tién. La pesquisa fue realizada, para explicitar este modelo epistemoldgico de referencia
como parte de la tesis doctoral acerca de vectores en el espacio, en la perspectiva de los
procesos de ensefianza y aprendizaje en los cursos de ciencias e ingenieria.

Ademads, considerando que la formulacién de un problema didéctico (en el sentido
de problema de investigacion en didactica de las matematicas) involucra siempre, de mane-
ra mas o menos explicita, una interpretacién del ambito de la actividad matematica que esta
en juego (Fonseca, Gascon y Lucas, 2014). Asi, en la didactica de la matematica con objeti-
vo de caracterizar un objeto de estudio, en este caso los vectores, siguiendo la perspectiva
de Gascén (2011) que propone un padrén heuristico que permite de desarrollo del proble-
ma didactico en investigacion, dicho padrén presenta una dimension nuclear denominada
epistemoldgica.

La dimensidn epistemoldgica del problema didactico, en particular, para la ensefan-
za de vector es una dimension nuclear, porque impregna y condiciona fuertemente las otras
dimensiones del problema didactico (econdmica y ecoldgica), ademas de contener las cues-
tiones con respecto a la razén de ser de los vectores en determinados sectores en la insti-
tucion considerada. Ademas, de acuerdo con Gascén (2011), esta dimensién sitda lo que
es matematico en el centro del problema y trata la génesis y desarrollo del saber. También
afirma que, en la formulacién de cualquier problema didactico, el didacta siempre utiliza,
implicitamente, una descripcién y una interpretacion — quiere decir, un modelo epistemolé-
gico — del ambito matematico que esta en juego y que se denomina Modelo Epistemolégico
de Referencia (MER), que es provisorio y nos indica no solo la forma como se interpretan los
contenidos matematicos, sino también el porqué de encontrarse unos objetos y no otros.
Ademas, hay la importancia de la ampliacién de la matematica “al integrar de manera inse-
parable, en la dimensidn epistemoldgica, la génesis, el desarrollo, el estudio, la utilidad y la
transposicion institucional del saber matematico”.

Segun Fonseca, Gascén y Lucas (2014, p.295) “Es importante subrayar que un MER
debe considerarse como una hipétesis cientifica, creativa, que se debe contrastar experi-
mentalmentey, por lo tanto, susceptible de ser modificado constantemente”.
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Como indica Gascén 2011 un MER debe ser preferiblemente explicito, con alcance
local o regional, formulado en términos de praxeologias en el sentido de TAD. Para cons-
truir el MER, siguiendo la sugerencia del autor, formulamos las preguntas que consideramos
adecuadas para nuestro objeto de estudio: q,: ;qué es un vector?, q,: ;como se describen e
interpretan los vectores?, q.: jcuales son los tipos de vectores y como se pueden estudiar?
q,: en la institucion matematica, ;qué preguntas, matematicas o extramatematicas, ayudan
a responder los vectores? y q.: ;qué se entiende por estudiar, aprender, ensenar y/o aplicar
vectores en una situacion?

Las herramientas para la investigacidon que propone la Teoria Antropoldgica de lo Di-
dactico (CHEVALLARD, 1999), permite abordar la dimension epistemoldgica de la construc-
cion del problema didactico, necesitamos un Modelo Epistemoldgico de Referencia (MER)
sobre vectores. Por eso, el MER constituye un instrumento para la emancipacion del investi-
gador y de la didactica, pues cuestiona la forma en que las instituciones involucradas en el
problema didactico interpretan el conocimiento matematico

El MER también es esencial para estudiar el conocimiento matematico antes de que
se transforme en un objeto para ser ensefado. Es el instrumento con el que el investigador
puede deconstruir y reconstruir las praxeologias cuya difusién intrainstitucional e interins-
titucional pretende analizar. Por esta razén estudiaremos el MER desarrollado en la investi-
gacion.

La TAD tiene como postulado contrario a la visién particularista del mundo social,
como indica Chevallard (1999) que toda actividad humana regularmente realizada puede
ser descrita por un modelo Unico, que se resume con la palabra praxeologia, denotada por
$=[T7O0], donde T es un tipo de tarea, T es el proceso como es resuelta la tarea y que se
denomina técnica, 8 denota las herramientas matematicas utilizadas que se denominan tec-
nologia y © es la teoria que sustenta la tecnologia.

En este estudio se considera la Geometria Sintética (GS) como la que considera los
cinco postulados de Euclides y se trabaja sin coordenadas, es decir medir con regla 'y com-
pas, la Geometria Analitica (GA), la que considera el sistema de coordenadas cartesianay las
representaciones algebraicas y el Algebra Lineal (AL) que considera sistemas de coordena-
das y matrices.

GENESIS DEL OBJETO MATEMATICO DE LOS VECTORES

Se considera una revision histérica donde se explicita la génesis del objeto matema-
tico y sus propiedades. En ese desarrollo se mostraran los tres modelos que se describen a
continuacion:

Modelo Epistemoldgico de Referencia del estudio de vectores en la geometria sinté-
tica

La nocién de los vectores se puede percibir que fue abordado desde tiempos de Ar-
quimedes (384-322), y continuado por su discipulo Estraton (340-270 a. C.), donde revela
indicios de que en la Grecia antigua ya se utilizaba la regla del paralelogramo para resolver
problemas de manera grafica (PROENCA, 2012, p.176).
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En la primera mitad del siglo XIV el grupo de sabios del Merton College de Oxford, co-
nocidos como los calculadores, desarrollan estudios respecto a la variacion de intensidades
de “formas y cualidades” de la Filosofia Natural y, como resultado, enunciaron el denomina-
do Teorema de Merton College: dada una cualidad uniformemente disforme en un intervalo
de tiempo, su cantidad total es igual a la cantidad total de la cualidad uniforme que afecta
el cuerpo con la intensidad media de la cualidad uniformemente disforme. (ROQUE, 2012,
p. 255). Ese teorema se refiere al movimiento rectilineo uniformemente acelerado que, en
lenguaje moderno, es descrito como un cuerpo en movimiento rectilineo uniformemente
acelerado que recorre, en un determinado intervalo de tiempo, el mismo espacio que seria
recorrido por un cuerpo que se mueve con velocidad constante e igual a la velocidad media
del primero. Este teorema no fue demostrado por los estudiosos de Oxford, sin embargo,
Oresme (1328-1383), de la universidad de Paris, en su obra Tractatus de Latitude Formarum,
presenta la prueba que se puede ver en la Figura 1.

Figura 1 - Prueba de Oresme para el teorema de Merton
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Fuente: Oresme (1486, p. 10)

El estudio presentado nos conduce a identificar el primer tipo de tarefa en la Geome-
tria Sintética: determinar la velocidad media de un cuerpo que recorre un espacio en movi-
miento rectilineo uniformemente acelerado durante un intervalo de tiempo.

De acuerdo con Tarres (2017), Oresme consideré una recta para disefar las latitudes
(segmentos de rectas perpendiculares a la recta del tiempo), cuyos extremos determinan
una recta que caracteriza el movimiento estudiado. Ademas, observé que la medida del drea
limitada por las dos rectas, en un determinado intervalo de tiempo, representa la medida del
espacio recorrido por un movil en tal intervalo.

Un movimiento rectilineo uniformemente acelerado queda caracterizado por una
linea inclinada, como el segmento CD de Figura 2, por tanto, el espacio recorrido por el movil
corresponde a la medida da 4rea do trapecio ABCD. Por otro lado, esa area es equivalente
al area del rectangulo ABC'D’, en que el segmento C'D’ representa la linea de velocidad de
un movimiento uniforme y cuja velocidad es representada por la medida del segmento EM,
siendo M el punto medio del segmento AB. La equivalencia de dichas areas puede ser ob-
servada cuando notamos que AD’y BC son paralelos e interceptadas por DCy que, por M,
punto medio de AB, se determina que el segmento EM es paralelo a BC. Por tanto, podemos
concluir que los triangulos DED’y CEC’ son congruentes, lo cual significa que las areas del
trapecio y del rectangulo son equivalentes.
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Figura 2 — Representacién grafica para el teorema de Merton
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Fuente: Adaptado de Tarres (2017, p. 90)

Segun Crombie (1974), la justificacién de Oresme que, en esencia, explica lo cuali-
tativo por lo cuantitativo, quiebra las doctrinas tradicionales de la época y abre camino a la
modernidad.

El enunciado del grupo de Oxford puede ser considerado como una técnica para
resolver el primer tipo de tarea y la demonstracién de Oresme como un discurso tecnolégi-
co-tedrico que la justifica. Este teorema nos da indicios de que, en esa época, ya habia cono-
cimientos de posicion, desplazamiento, velocidad y aceleracion de un cuerpo, sin embargo,
evidentemente con otros nombres, y esto nos permite enunciar un segundo tipo de tarea:
calcular el espacio recorrido por un cuerpo en movimiento rectilineo uniformemente acele-
rado durante un intervalo de tiempo.

Dos siglos después de Oresme, Galileo Galilei (1564-1642) presentd una técnica para
ese tipo de tarea, y que trata del Movimiento Rectilineo Uniformemente Variado (MRUV),
enunciando: “el tiempo en que cualquier espacio es recorrido por un cuerpo que estaba ini-
cialmente en reposo y uniformemente acelerado es igual al tiempo que el mismo espacio es
recorrido por el mismo cuerpo moviéndose con velocidad uniforme. El valor de la velocidad
uniforme es la media entre la mayor velocidad y la velocidad al inicio de la aceleracion”. Y Ga-
lilei demuestra esta idea, como se visualiza en la Figura 3, dentro de la Geometria Sintética.

Figura 3 — Esquema para el movimiento uniformemente acelerado
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Fuente: Galilei, 1638, p. 170
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En esa figura, el segmento AB representa el tiempo en que el espacio CD es recorrido
por un cuerpo que inicia su movimiento en reposo en el punto Cy recorre el espacio con un
movimiento uniformemente acelerado. Trazando una semirrecta con origen en B, perpendi-
cular al segmento AB, es desefnado el segmento BE para representar la mayor velocidad ad-
quirida. Dividiendo el segmento AB en puntos equidistantes y trazado, por cada uno de esos
puntos, segmentos paralelos a la semirrecta para representar la velocidad en cada instante,
lo que permite delinear el segmento AE. Considerando el punto F en el medio de BE son
trazados los segmentos FG, paralelo a ABy GA, paralelo a FB. Asi, como el lado FG del rectan-
gulo ABFG interseca al lado AE del triangulo ABE en el punto /, al extender las paralelas hasta
el segmento G/, se puede constatar que el rectangulo AGFB es equivalente al tridngulo AEB.
Ademas, es verificado que la suma de las medidas de los segmentos paralelos contenidos en
el rectangulo AGFB es igual a la suma de las medidas de los segmentos paralelos contenidos
en el triangulo AEB, pues los triangulos IEF y IAG son congruentes. Asi los segmentos parale-
los contenidos en el trapecio AIFB son comunes a ambos.

En el triangulo AEB es importante observar que las paralelas representan las velo-
cidades en el movimiento rectilineo uniformemente variado (MRUV) y las paralelas en el
rectangulo ABFG representan las velocidades en el movimiento rectilineo uniforme (MRU).
Ademas, lo que es perdido en el momento de la primera parte del movimiento acelerado,
representado por las paralelas del tridngulo IAG, es compensado por el momento represen-
tado por las paralelas del triangulo IEF. Asi, el espacio recorrido en el intervalo de tiempo
AB es dado, en cada caso, por las medidas de las areas del rectangulo y del triangulo, que
son iguales. Entonces, espacios iguales son recorridos en tiempos iguales en ambos casos,
lo que significa que la distancia recorrida es proporcional al tiempo transcurrido que, en
lenguaje actual, puede ser representado e = vt por en donde e representa el espacio, v la
velocidad y t el tiempo.

Duhem (1914) indica que el “teorema da velocidad media”’, o teorema de Merton,
es una anticipacion de la ley de caida uniformemente acelerada de Galileo, sin embargo, a
pesar de la semejanza grafica de los teoremas de ambos autores, el contenido es diferente,
pues Oresme trata de leyes formales, mientras que Galileo trata de leyes de la naturaleza.
Cabe mencionar que la matematica y la fisica, siguiendo la idea aristotélica, se desarrollan
de forma separada desde el tiempo de Euclides hasta Galileo, en tanto que la fisica se basaba
en experimentos para explicar los fenédmenos que sucedian y las causas que los ocasionan,
la matematica era entendida como una ciencia auxiliar. Los fendmenos de caida libre de
cuerpos y del movimiento de proyectiles han sido objeto de estudios desde tiempos anti-
guos, siendo uno de ellos el de Aristételes (350 a. C.) que, si bien su filosofia dominé hasta
los ultimos anos de la Edad Media, sélo logré que sus resultados fueran aprobados por los
especialistas tras la presentacion de la primera ley de la fisica por Galileo, y lo que nos lleva
a la tarea:

T, determinar el espacio recorrido por un cuerpo en caida libre en un movimiento
rectilineo uniformemente acelerado.

Galileo responde a esa tarea enunciando que “el espacio recorrido en un movimiento
uniformemente acelerado, para el movimiento en caida libre de un cuerpo, es proporcional

6 Revista de Matematica, Ensino e Cultura—REMATEC, Belém/PA, n. 48, €2024009, 2024



Maritza Luna Valenzuela; Saddo Ag Almouloud; Maria Jose Ferreira da Silva; Francisco Javier Ugarte Guerra

al cuadrado del tiempo transcurrido”y asocia a ese enunciado la Figura 4, aln sin hacer uso
de vectores.

Figura 4 - Esquema de Galilei: teorema do movimento uniforme acelerado—queda livre
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Fuente: Galilei, 1638, p. 171

En la figura 4, Galilei considera las semirrectas AB y AC, con cualquier dngulo, traza
el segmento DO, para representar la mayor velocidad aplicada en el intervalo AD, y el seg-
mento EP, para representar a mayor velocidad aplicada en el intervalo AE, con ABy AE siendo
paralelas. Traza entonces el segmento HI para representar la distancia que el cuerpo, par-
tiendo de reposo en H, recorre con aceleracion uniforme. Determina el punto L para que el
segmento HL represente el espacio recorrido durante el periodo AD, y el punto M para que el
segmento HM represente el espacio recorrido no intervalo de tiempo AE. Asi, el espacio HM
estd para el espacio HL como el cuadrado de la razén entre los intervalos de tiempo AEy AD
0, en lenguaje actual, AM = A—Ez

HL AD?

Para justificar esta igualdad, Galilei utiliza el resultado de la tarea, que afirma que las
distancias recorridas son equivalentes en situaciones en que el cuerpo cae del reposo con
aceleracion uniforme y velocidad inicial cero, que cae por un mismo periodo, con velocidad
constante igual a la mitad de la mayor velocidad adquirida en el movimiento acelerado. Lue-
go, tenemos que las distancias HM y HL son las mismas que serian recorridas, durante los in-
tervalos AE y AD, respectivamente, por velocidades uniformes iguales a la mitad de aquellas
representadas por EP 'y DO. Asi, los cuadrados de AE 'y AD estan en la misma razén. Ademas,
Galilei considera que las distancias recorridas por dos particulas en movimiento uniforme
estan una para a otra como el producto de la razén entre las velocidades por la razén entre
los tiempos que, en lenguaje actual, puede ser representada por e = vt.

Asi, en un movimiento uniforme, la razén entre las velocidades es igual a la razén en-
tre los tiempos, esto es, larazén entre EPy DO o entre 1/2 EPy 1/2 DO es igual a la razén entre
AE y AD. Luego, podemos encontrar la razén entre los cuadrados de los intervalos de tiem-

o 2

pos utilizados para recorrerlos: M _ EP ( AE _ AE | AE _ AE” Basado en ese resultado,
HL DO  AD AD~ AD  AD?2

Galilei puede verificar que la constante de proporcionalidad dependia de una aceleraciéon
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igual para todos los cuerpos, o sea, d = kt?, pero como esa aceleracién es la gravedad, tene-
mos lo que utilizamos hoy, d = 1/2 gt°.

A continuacién, presentamos la razén de ser de pasar a resolver tareas con coorde-
nadas.

Modelo Epistemologico de Referencia del estudio de vectores en la geometria anali-
tica

Segun Roque (2012), los estudios de caida libre de cuerpos y del movimiento de
proyectiles surgieron como influencia directa de las artes de la guerra, ya que a finales del
siglo XV surgieron armas de artilleria pesada relacionadas a nuevas estrategias de defensa.
Las teorias de Galilei tuvieron sus origenes en conocimientos de artesanos, arquitectos e
ingenieros del siglo XVI que adquirieron status por atender las necesidades de la guerra 'y,
en la misma época, surgen también los trabajos de Tartaglia, que se dedicaba al estudio de
proyectiles.

Galilei evidencié que la mayoria de los fenédmenos, que eran matematizados, no se
restringian a una dimension — como es el caso de determinar la velocidad de una bola, que
cae de una mesa, antes de ella tocar el piso — y que parece describir un movimiento com-
puesto que presenta una trayectoria semiparabdlica (Figura 5) que llamo de proyeccion.

Figura 5 - Disefo original de Galilei
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Fuente: Museo Galileo

Asi, el esquema de Galilei puede ser representado observando la descomposicion
del movimiento en dos: un movimiento en la direccién horizontal, V", y otro en la direccion
vertical, V , como muestra a Figura 6.

Figura 6 — Representacién de la decomposicién de un movimiento
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Fuente: Valenzuela (2021, p. 68)
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Percibimos que los avances de Galilei para identificar el comportamiento de las
trayectorias de cuerpos en caida libre que ocurren en dos direcciones conducen a dos tipos
de tarea.

T... Representar por medio de una figura el cambio de velocidad que un cuerpo ex-
perimenta al ser liberado de una determinada altura.

La técnica T_, permite percibir que el disefio de la velocidad es tratado como un ob-
jeto que tiene direccidén —en este caso, vertical. En el momento en que el cuerpo es liberado,
cuando el tiempo es t = 0, no tenemos aun velocidad algunay, por tanto, el vector es V = 0.
Luego, cuando el tiempo es t = 1, es dibujado el vector vertical con sentido al piso V,, por lo
hecho de la gravedad g de la tierra. El médulo es |g|.

Para el tiempo siguiente también es el vector paralelo al anterior y en el mismo sen-
tido, con modulo del vector velocidad V, = 2 V, es incrementado al doble de la velocidad
V.. Asi, para los siguientes tiempos, la velocidad vertical es V =tV,, como V, = 0, entonces,
V.= tg. En la Figura 7, vemos que V, tiene el mismo sentido y médulo que tg. La tecnologia
en la GS en el dibujo es la adicion y el paralelismo de segmentos orientados.

T, determinar la velocidad de un cuerpo que esta en caida libre después de un

tiempo. La técnica que da solucidén a la tarea en GA es considerar vectores en direccién ver-
tical y sentido negativo, (Figura 7). Como la relacién es dada por v = v, + gt, entonces
(ve ) = (0,0) + (0,-9,8)¢, 0 sea, (vy, vy) = (0,—9,8t).

Figura 7 — Representacién de vectores en caida libre

Paral { | oy

¥
Poare v N o ! : v | v,

Fuente: Valenzuela (2021, p. 69)

T representar, por medio de una figura, las velocidades que un cuerpo experimen-

ta al ser lanzado con velocidad horizontal constante, desde una determinada altura descri-
biendo una trayectoria semiparabdlica.

La técnica T_, para el dibujo incluye a andlisis del movimiento que es compuesto de

un movimiento horizontal y otro vertical. En el movimiento horizontal, la velocidad es cons-

tante, esto es, Vho = Vm = th = :Vm-
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Con relacion al movimiento vertical, este es con aceleracién constante. Particular-
mente en este caso, se trata de un movimiento de caida libre y una aceleracién que es llama-
da gravedad. La velocidad inicialmente, cuando el cuerpo es liberado, es cero. En seguida,
aumenta gradualmente con el tiempo y se observa que la velocidad lo hace proporcional-
mente alagravedad,V =0,V =g,V _=2g--V =gt

Para determinar la velocidad en cada instante de tiempo, las velocidades horizontal y
vertical en aquel instante deben ser sumadas vectorialmente (vea la Figura 8).

Figura 8 — Movimiento parabdlico

wertical

-
bonzoatal

Fuente: Valenzuela (2021, p. 70)

Para Roque (2012), los diagramas que Galilei utilizé para representar el movimiento
fueron de suma importancia para demonstraciones de proposiciones de naturaleza geo-
métrica. Ademas, afirma que la historia tradicional, preocupada con la cuestién de los pre-
cursores, ve también alli un antecedente para el plano cartesiano. Sin embargo, las obras
Discurso sobre el método y La geometria, de Descartes, ya habian sido publicadas, pero Galilei
no estaba al tanto de esas obras.

Asi, considerando el referencial cartesiano, permite identificar un primer tipo de ta-
rea en la Geometria Analitica en que un cuerpo en queda libre en el que actuan dos veloci-
dades tendrian sus direcciones representadas paralelamente al eje de las abscisas e de las
ordenadas:: determinar la distancia horizontal (d) que un cuerpo alcanza cuando es lanzado
de una cierta altura (h) con velocidad horizontal constante (v) describiendo una trayectoria
semiparabolica al tocar el suelo.

La técnica T_,, para resolver esta tarea consiste en representar el movimiento rectili-
neo uniforme en la componente de las abscisas y el movimiento rectilineo uniformemente
variado, que tiene la accién de la gravedad, en la componente de las ordenadas, basado en

el que mostré Galilei. El problema involucra un movimiento parabélico, como en la Figura 9.
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Figura 9 — Posicién de un cuerpo en caida libre

Pl 11

Fuente: Valenzuela (2021, p. 71)

Dado el punto posicién P(x.y), el cuerpo inicia el movimiento cuando la componente
del vector posicién es P (0,y) = (0,h) y no solo es P, _(d,0).P (x,y) = (0,h)+(v,0)t-1/2(0,g)t*.

Cuando el cuerpo esta en movimiento en la posicion P (x,y)= (vt, h—1/2gt?), cada com-
ponente de la posicion describe un movimiento horizontal y vertical. En el movimiento hori-
zontal, x = vt, sin embargo, en el movimiento vertical, y = h —-1/2gt. Ello significa que las dos
componentes del vector dependen del mismo tiempo. Para calcular el alcance tenemos que 0

— [|*h
=h-1/2gt?entonces, h=1/2gt’y, portanto, t= \/;. Estetiempoeselmismo paradeterminarla
distancia horizontal. Asi, substituyendo d = vt = vJZQE el alcance dependera de cual sera

el tiempo transcurrido. La técnica es justificada por adicidon de vectores y producto de un
vector por un escalar.

De acuerdo con Jeans (1953), Stevin (1548 — 1620), interesado en mecanica estatica,
presento, en 1586, la ley que actualmente denominamos ley del paralelogramo de fuerzas,
sin cualquier experimento real, pero imaginando un experimento ideal cuyo resultado pue-
de ser previsto con facilidad, con el enunciado del teorema presentado en la Figura 10.

El teorema, acompanado de la figura llamada cadena de Stevin, afirma que, si una
cadena conteniendo catorce eslabones igualmente espaciados sobre los lados de un trian-
gulo rectangulo esta en equilibrio cuando cuatro estabones estan sobre el cateto mayor y
dos sobre el cateto menor, entonces, es inconcebible que comience a moverse espontane-
amente. En caso eso suceda, seria realizado un movimiento perpetuo, porque, en este caso,
los dos eslabones de la derecha serian incapaces de equilibrar los cuatro de la izquierda y,
supuestamente, los eslabones deben girar continuamente en sentido antihorario.
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Figura 10 — Teorema original de Stevin

Tueoremt XL Prorosition XIX:
SI untriangle,, a fon plan perpendiculaire i horvizon , & fa

bafeparallele aiceluy ; & fur un chacun des deux autres coffex
un poids [pherique , de pefanteur egale ; comme lecosté dextre du
eriangle , au fenefire 5 ainfi la puiffance du poids [enefire , a celle
du poids dextre, ;

Fuente: Stevin (1634, p. 448)

De acuerdo con Jeans (1953), Stevin imaginé una cufia que se apoya firmemente en
el lado horizontal AC que, cuando se apoya en el vértice B, hace con que la cadena circular
ABCD permanezca en reposo. Ese resultado seria imposible porque, hasta ese momento,
la alternativa concebida era un movimiento perpetuo que, desde los griegos, era un lugar
comun en la ciencia. Para el autor, los escritos de Stevin de 1634 muestran que el pedazo
colgado de la cadena, ADC, podria ser removido sim alterar el equilibrio del resto, o sea, de
las partes AB y BC de la corriente, pues las cuentas de esas partes son proporcionales a las
longitudes de los lados. Tal resultado, por un simple raciocinio matematico, conduce a una
regla para determinar el efecto de dos fuerzas que actian simultdaneamente sobre un mis-
mo objeto.

Este ingenioso argumento se apoya en una mezcla de conocimiento experimental
(imposibilidad de movimiento continuo), de intuicion y de suposicién que tiene importan-
cia sobre dos aspectos: de la idea de un cuerpo sometido a la acciéon simultanea de varias
fuerzas y de un resultado que fue indispensable para el progreso de la mecanica. Ese teo-
rema, que permite descomponer las fuerzas que actian sobre un cuerpo, permite enunciar
el siguiente tipo de tarea en la GS. T_: identificar y representar por medio de una figura las
fuerzas que actuian, simultaneamente, en la cadena de Stevin para permanezcan en equili-

brio.

Para resolver esa tarea es necesario identificar las direcciones en que las fuerzas ac-
tuan, como en el ejemplo de la Figura 11. Como mostrd Stevin, consideramos un tridngulo
ABC en que el conjunto de anillo de la cadena, apoyados en cada lado del triangulo, es con-
siderado un Unico objeto.

Figura 11 - Cadena de Stevin para la descomposicion de fuerzas

i

Fuente: Serrano (2010, p. 3).
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En esa figura, tenemos el triangulo ABC y, como la cadena esta en dos de sus lados
AB y BC, inferimos que sobre el lado AB acttiia una fuerza de tension en el punto B que de-
notamos por T, y otra en el punto A de sentido opuesto, denotada por T,. Cada anillo de
la cadena, a su vez, tiene un peso que hace una fuerza para abajo, W, Ademas, cuando el
cuerpo esta en la superficie, ejerce una fuerza denotada por N, que forma con el vector W,
un dngulo a. La Figura 9 muestra los detalles de la representacion de las fuerzas en el lado AB
del triangulo. El lado AC, que esta colgado la cadena, presenta las fuerzas en los extremos.
Para el extremo A, se tiene tension en la direccion vertical T, , y la fuerza de la tension hori-
zontal, , en cuanto para el extremo C existe la fuerza en la direccién vertical y otra horizontal
- respetivamente T y T_.Y en el medio de la cadena, por la atraccion y el peso de las bolas,

tenemos la fuerza W, en direccion vertical en el sentido para abajo (Figura 12, lado AC).

Figura 12 - Representacion de fuerzas que actuan en la cadena de Stevin

~Jr

Wiac
Fuente: adaptado de Serrano (2010, p. 3)

En el lado BC, percibimos que en el extremo B actua la fuerza T,y que en el extremo C
existe otra tensionT_en sentido opuesto a T,. Debido al peso de los anillos de la cadena, hay
una fuerza peso W, _y, en el mismo lado AB, los cueros en la superficie provocan una fuerza
en el lado N,_en la direccion que forma un angulo 3 con W, . Estas fuerzas descritas hacen
con que la cadena este en equilibrio, como Stevin justificaba.

Segun Jeans (1953), el uso de vectores tiene su origen en la Mecanica, un campo de
conocimiento que tuvo notorios avances en el siglo XVI con relacién a la época de Arquime-
des. El autor afirma que la mecénica, como una nueva ciencia, quedd establecida con base
en las investigaciones de Stevin y de Galilei que, aunque son contemporaneos y trabajan de
forma independiente, tienen resultados que se complementan entre si.

En el siglo XVII, los aportes importantes de Newton (1642-1727) contribuyen para
establecer la matematizacién del movimiento. En su obra Principia, Newton propone las tres
leyes y un corolario, enunciadas en la Figura 13, que podrian ser considerados como avances
en relacion a Stevin, pues formaliza la regla del paralelogramo.
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Figura 13 - Leyes de Newton

Lex. 1.

Corphs oune perfeverare in fatu fuo quicfcendi vel movends wmifor
aiter in direSiwm, wifi guatenns a wivibus impreffis cogitwr fiatum
tllsime mewtare,

Lex. 1L
Mt atiomems meotns propertionalem effe wi motrici impreffee, & fieri fe-

cwndun lineam vellam qua wis illa imprimitnr.
Lex. 1L
ASlioni comtrariam [ensper ©- aqualen ¢ffe reallionem : frve corporiini

duorune altiones i fe mowtno [emper cffe aquales - in partes contra-
rias tﬁr.r"gi. ’

Corol. I

Corpus wiribus conjunEiis diagonalent parallelograntmi_eodem tempore
deferibere, quo latera fepavatis.

Fuente: Newton (1687, p. 12-13).

Esas leyes indican:

Ley I. Todo cuerpo permanece en su estado de reposo o de movimiento rectilineo
uniforme a menos que se vea obligado a modificar este estado por la accién de
fuerzas sobre él.

Ley Il. La suma de las fuerzas que actuan sobre un cuerpo es igual al producto de su
coeficiente de inercia por su aceleracion.

Ley lll. A toda accién que un cuerpo ejerce sobre un segundo cuerpo corresponde
una reaccién del segundo sobre el primero de misma intensidad y sentido opuesto.
(ANTUNEZ, GALHARDI, HERNASKI, 2018, p. 331-332, traduccién nuestra).

La segunda ley es también conocida como ley de la inercia y una consecuencia de
esas tres leyes es el corolario que se traduce en la actualidad por: corolario 1. Si dos fuerzas
actian en un cuerpo simultdneamente, la fuerza resultante es descrita por la diagonal de
un paralelogramo cuyos lados describen las fuerzas separadamente. Newton utiliza la Geo-
metria Sintética para explicar, como muestra la Figura 14, en que afirma que, si un cuerpo,
en un momento dado, sufre la accion de una Unica fuerza M en el punto A, entonces, existe
un movimiento uniforme de A para B.Y, si el cuerpo sufre la acciéon de una Unica fuerza N
en el mismo punto, existe, entonces, un movimiento de A para C, el que determinaria asi el
paralelogramo ABCD. Con eso, el referido cuerpo serd movido por ambas fuerzas, al mismo
tiempo, en la diagonal del paralelogramo de A para B, una vez que la fuerza N actia en la
linea AC, paralela a BD, que, de acuerdo con la segunda ley, no es alterada por la otra fuerza.
Por tanto, el cuerpo alcanzara la linea BD al mismo tiempo que la fuerza N es aplicada y, en
el final, estara en algun lugar de esa linea.
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Figura 14 - Explicacién de Newton para el corolario
Si corpus dato tempore, vifola M,
fcrrcmr:EEAadB,Ecovilhh N, ab 4 B
A ad C, compleatur parallclogram-
mum ABDC, & vi utraqg; feretur id
codem tempore ab A ad D. Nam . ¢
quontam vis N agit fecundum lincam
AC ipli B D parallelam, hac vis nihil mutabit velocitatem acce-
dendi ad: lincam illam B D a vi altera gcmtam Accedet ii!il‘l.'ll‘
corpus codem tempore ad lineam BD five vis N imprimatur, five
non, atq; adeo in fine illius temporis reperictur alicubi in 1-,,?1?
A
illa BD. Eodem argumentoin fine, temporis ejufdem reperietur
alicubi in linca €D, & idcirco in utriulg; linex concurfu D repe-
riri necefle et

Fuente: Newton (1687, p. 13 -14).

Por la misma razén, al final de ese periodo, la fuerza estara en algun lugar en la linea
CD, por la actuacion de la fuerza My, por tanto, es necesario que este en la interseccién B de

ambas lineas. Luego, continuard, en movimiento rectilineo de A para D, de acuerdo con la
primera ley.

La version moderna de estas leyes y del corolario en el lenguaje vectorial actual per-

mite describirlas de forma mds concisa para lo que realmente es importante para el movi-
miento.

Leyl.Un cuerpo permanece en su estado inicial de reposo o se mueve con velocidad
uniforme a menos que sobre él actle una fuerza exterior no equilibrada.

Ley II. La aceleracién de un cuerpo es inversamente proporcional a su masa y
directamente proporcional a la fuerza exterior resultante que actuya sobre el:
a=JXF/m, o sea, la suma de las fuerzas que actiian sobre un cuerpo es: JF = F =ma.

Ley lll. Las fuerzas se presentan siempre en pares. Si el cuerpo A ejerce una fuerza

sobre el cuerpo B, este ejerce sobre A una fuerza de igual médulo y direccién, pero
de sentido opuesto.

En la version actual, describimos el corolario como: si dos fuerzas actiian en un cuer-
po simultdneamente, la fuerza resultante es descrita por la diagonal de un paralelogramo;
al mismo tiempo, sus lados describen las fuerzas separadamente. Asi, considerando los vec-
tores en la GS, podemos formular la siguiente tarea: T__: representar las fuerzas que actdan

simultaneamente en un cuerpo de peso W cuando se encuentra en equilibrio como se re-
presenta en la Figura 15.

Figura 15 — Cuerpo suspendido en el techo

Fuente: Valenzuela (2021, p. 77)
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La técnica es identificar todas las fuerzas que actuan sobre el cuerpo. Para eso, obser-
vamos que la cuerda forma un angulo con el techo y sufre una tension T, mientras que para
la cuerda con éngulo B la tension es T.. Finalmente, el peso del cuerpo W es una fuerza en
direccion vertical y sentido para abajo. Por la Ley de Newton, si un cuerpo esta en equilibrio,
entonces, la suma de las fuerzas es T,+T,+W =0, como se muestra en la Figura 16.

Figura 16 - Fuerzas en equilibrio

Fuente: Valenzuela (2021, p. 77)

Considerando un referencial cartesiano y aplicando el corolario formulado por New-
ton podemos identificar otro tipo de tarea en la GA.

T, ,,: determinar la fuerza resultante cuando dos fuerzas actdan en un cuerpo simul-
taneamente.

Considerando que los médulos de las tensiones son T,y T,, con relacion al peso del
cuerpo W, utilizando la ley de Newton de equilibrio de fuerzas tenemos:

Y E=0
(=T, cosa,T;sena) + (T, cos 3, T, sen ) + (0,—W) = (0,0)
(-Tycosa+T,cosf,Tysena + T,senf§ — W) = (0,0).

Identificando cada componente, tenemos en la componente horizontal:

—Tycosa+T,cosff =0
T,cosff =T,cosa

o 9054 o
27 eosp

En la componente vertical:

T,sena+T,senff —W =0
Tysena+T,senff =W (2)

Sustituyendo (1) en (2)

cosa

Tisena+T; senff =W

cos
(sen a cos f§ + cos a sen ,8)
1

cosf

=W

. s cos
De esta manera encontramos la tension T; = ( g ) W (3)
sena cos f+cosasen f
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. ., cosa
Sustituyendo (3) en (1), encontramos la tension T, = (Senacos&%omsen ,6') 14

La técnica es justificada por la adicion de vectores, igualdad de vectores y producto
de vectores por un escalar.

Segun Truesdell (1975), en 1687, afio en que fue publicado su libro Principia, Varig-
non’ publicé su proyecto para una nueva mecanica (Nouvelle Mécanique) en que aplico la
regla del paralelogramo para fuerzas basado en una vision aristotélica para la solucién de
problemas que no habian sido investigados por Newton.

En una de las ilustraciones del paralelogramo de fuerzas que presenté (Figura 17),
Truesdell (1975) indica con un dedo que la fuerza actua de A para By, con otro dedo, que la
fuerza que actuia de A para C tiene como resultante una fuerza de A para D.

Figura 17 — Una ilustracion para el paralelogramo de fuerzas

/

Fuente: Truesdell (1975, p. 148).

En 1637, Descartes, en su obra Géométrie, utiliza el término “imaginario” para los nu-
meros que son raices de negativos “ni raices verdaderas, ni raices falsas (negativas) son siem-
pre reales, a veces imaginarios” (DESCARTES, 1954, p. 380).

En el siglo XVIII, los nimeros imaginarios quedan establecidos y Leonhard Euler
(1707-1783), en su memoria De Formulis Differentialibus Angularibus (1777), utiliza la notaci-
on i para referirse a la unidad imaginaria v-1 y, de acuerdo con Sanchez (2011, p. 3) escribio:
“en sequida, denotaré la expresién v-1 como i, resultando entonces que ii = -1”. De acuerdo
con Sanchez, hasta esa época los nimeros complejos aun no tenian una teoria, pero ese
desarrollo ocurrié por dos caminos — por un lado, asociados a una interpretacion geométrica
y, por otro lado, como expansién del concepto de numero existente hasta entonces. La re-
presentacion geométrica para numeros complejos como puntos en un plano fue realizada,
simultdaneamente y sin conexion, por el noruego Caspar Wessel (1745-1818), el franco-sueco
Jean Robert Argand (1874) y el aleman Carl Friedich Gauss (1777-1855). En 1797, Wessel pre-
senté en un documento para la reunion de la Real Academia Dinamarquesa de Ciencias una
interpretaciéon geométrica de los nimeros complejos con el objetivo de abordar:

5 Pierre Varignon (1654-1722), publicé en 1687 su tratado Nouvelle mécanique ou Statique como resultado de un estudio geométrico que,
contrario a la opinion de los matematicos franceses de su época, escribié las ideas presentadas por Newton con la notacion y abordaje de
Leibniz para el analisis.
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[.] la cuestion de como podemos representar una direccidn analiticamente; esto es,
como expresaremos lineas (segmentos rectos) de tal manera que en una ecuaciéon que
resulta en una linea desconocida y otras lineas conocidas, la longitud y la direccion de
la linea desconocida puedan ser expresadas. (SANCHEZ, 2011, p. 5)

Wessel definio la adicion de segmentos rectos colocando el punto inicial de un seg-

mento em el punto final del otro y percibié que la propriedad conmutativa es viable. Luego,
definié la multiplicacién de segmentos basado en un sistema de ejes perpendiculares consi-
derando +1 como unidad en un de los ejes y + € como unidad en el otro, y escribio:

Sea la unidad rectilinea positiva y +€ la otra unidad perpendicular la unidad positiva
tomada anteriormente, ambas con el mismo origen; entonces el angulo de direccion
de esigual a 0°y, por tanto, para -1 es 180°, para es 90° y para es —90° 0 270°. Por la re-
gla de que el angulo de la direccion del producto es igual a la suma de los angulos de

los factores, tenemos: (+1)-(+1)=+1; (+1)-(-1)=-1; (-1)-(-1)=+1; (+1)-(+€)=+€; (-1)-(+€)=-

-€; (+€)-(+€)=-1; (+€)-(-€)=+1; (-€)-(-€)=-1. A partir de ese resultado, se observa que es
igual a y que la divergencia del producto es determinada de tal manera que ninguna
de las reglas operacionales comunes es violada (SANCHEZ, 2011, p. 5)

Podemos identificar a partir de esos resultados un nuevo tipo de tarefa en la Geome-
tria Analitica.

T.,.: representar geométricamente nimeros complejos en un referencial cartesiano.

Wessel también establece que cualquier segmento recto podria ser representado

mediante a expresion a+be e representado geométricamente por la Figura 18.

Figura 18 — Representacion grafica vectorial del nimero complejo de Wessel

-~

i a4+ be

+
™
i

Y

0 +1

Fuente: Sanchez (2011, p. 5)

Por otro lado, Argand (1874), en su ensayo Essai d’'une maniére de representer les quan-

tités imaginaires dans les contructions géométriques, representa los niUmeros imaginarios por
medio de construccién geométricas en un referencial, lamado plano de Argand, consideran-
do las medias proporcionales entre cantidades de mismo signo: -1:+x::4+x:-1 0 +1:4+x::+x:+1
en que la cantidad x debe ser +1 o0 —1. De esa manera, la cuestién de determinar la media
proporcional entre dos cantidades de signos diferentes hace con que Argand investigase
las cantidades que pueden satisfacer a +1:+x::+x:-1, 0 sea, las que solucionan la ecuacién
x?=1.Para eso, explico las ideas de grandeza absoluta y direccién asociadas a las cantidades
negativas afirmando que:

18

[..] sitomamos un punto fijo K (fig 1) y adoptamos por unidad positiva la linea KA, con-
siderada como teniendo la direccién de K para A, el que se podra designar por i A,
para distinguir esta cantidad de la linea en que consideramos solamente la grandeza
absoluta, la unidad negativa serd KT, el trazo superior teniendo el mismo destino
que aquel que estd colocado sobre KA, y la condicién que se trata de satisfacer serd

Revista de Matematica, Ensino e Cultura—REMATEC, Belém/PA, n. 48, €2024009, 2024



Maritza Luna Valenzuela; Saddo Ag Almouloud; Maria Jose Ferreira da Silva; Francisco Javier Ugarte Guerra

rellenado por la linea KE, perpendicular las anteriores y considerada como teniendo
su direccion de K para E, y que expresamos también por K F. (ARGAND, 1874, p. 6-7)

Asi, la condicion de proporcionalidad exigida para a cantidad es satisfecha por las
lineas KE e KNy, por tanto, las grandezas geométricas que satisfacen la proporcion requerida
son KE y KN que pueden ser vistas como representaciones geométricas de +v-1 e --1.

De acuerdo con Roque (2012), la representacion de Argand para nimeros negativos
surgio de la concepcién de una oposicion de sentido establecida a partir de un punto neutro
definido como punto 0 como referencial que permite la elecciéon de un sentido que tornara
un numero positivo o negativo. Para representar las cantidades imaginarias, obtiene el mis-
mo suceso combinando las ideas de grandeza absoluta y de direccién que no es dada mas
como oposicion, pues como la proporcién impone a “+1 estar para +x, como esa cantidad
esta para —-1", entonces, la direccion debe ser una perpendicular y por eso la multiplicacion
por V-1 debe ser entendida como una rotacién en torno de O. En ese ensayo, Argand tam-
bién propone la idea de mdédulo para numeros complejos y para vectores, bien como su
notacién tipica por una flecha encima de los puntos que representan sus extremidades: jﬁ

Segun Oliveira (2010, p. 47), veinticinco afios después el trabajo de Argand, el mate-
matico Gauss (1777-1855) publico, en 1831, el ensayo Theorie Residuorum Biquadraticoruma
en que trata de la teoria de las cantidades llamadas niumeros imaginarios, introdujo el térmi-
no “numero complejo”y pasoé a usar la notacion por pares ordenados, (g, b), para representar
el nUmero complejo a + bi, ademas de definir las operaciones entre niumeros complejos
representados por pares ordenados. Tales resultados nos permiten identificar otro tipo de
tarea en la GA.

T, representar nimeros complejos como pares ordenados.

El 4 de noviembre de 1833, Hamilton presenté un articulos a la Royal Irish Academy
sob el nombre de Teoria de las funciones conjugadas, o pares algébricos en que definio las
operaciones de adiciones y multiplicacion para pares ordenados y mostré que el cuadrado
del par (0, 1) es el par (=1, 0), de modo que (0, 1) debe ser considerado como +-1. Asi, Ha-
milton introdujo los nimeros complejos como un algebra formal de pares ordenados de
numeros reales con las operaciones definidas como usamos actualmente:

(a,b) + (¢, d) =(a+c¢,b+4d)
A(a, b) = (Aa, Ab)
(a,b)(c,d) = (ac — bd,ad + bc)
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Ademas, el calificé el conjunto de pares ordenados como un cuerpo después de ob-
servar algunas propriedades aritméticas para esas operaciones. Interpreté ademas el pro-
ducto definido formalmente por grandezas orientadas en el plano como un producto en
que interviene una rotacion y sugirio la extension de esas operaciones para el espacio.

Para Sanchez (2011), Hamilton fue el primer matematico en tratar los nimeros com-
plejos como pares ordenados, aunque su analisis difiere tanto del punto de vista de los tex-
tos modernos como de sus contemporaneos algebristas de Cambridge que veian los nu-
meros complejos como un conjunto de reglas para manipulacion simbdlica sin sentido. El
autor resalta que Hamilton consideré el dlgebra fuertemente conectada a la fisica en que
una interpretacion geométrica de numeros complejos tenia sentido como la realidad mate-
rial del mundo que nos rodea.

Tait (1882) comenta que, por mas de un siglo y medio, la representacion geométrica
de cantidades algébricas, negativas o imaginarias -1 e V-1, era un asunto de especulacion
entre matematicos que proponian el uso de simbolos para designar el sentido y no la lon-
gitud de una linea recta. Durante un bien tiempo dominaba el principio de que se media
cantidades positivas a lo largo de una linea fija en un determinado sentido y cantidades
negativas en el sentido opuesto de la misma linea. Este método fue la base del método geo-
métrico de Descartes, en la Geometria Analitica y en la matematica aplicada a la Fisica - para
representar el nimero a+b+/-1, considera las cantidades reales en el eje de las abscisas y las
cantidades imaginarias en el eje de las ordenadas (Figura 19) para representar ese nimero
por un ponto P = (g, b) en el plano.

Figura 19 - Representacién de un nimero complejo por un vector

iy |

a4 Pla. b)

\r. ]-“

Fuente: adaptado de Tait (1882, p. 3)

El punto P determina un segmento con el punto que representa el origen del refe-
rencial, cuya longitud es dada por r =+v/(a’+b?, y una direcciéon que determina el angulo (de-
notado por a) que forma con el eje de las abscisas. La percepcion del tridngulo rectangulo
conduce a observar que la tangente de ese dngulo es b/a, en otras palabras, el punto que
representa el numero (g, b) se desplaza en sentido antihorario segun un angulo a.

Estos resultados conducen a la representacién trigonométrica para los numeros
complejos y Tait (1882) afirma que operar cos & + v —1sen a sobre una recta del plano
provoca un giro en la direccion positiva de un angulo igual a a. De modo que:

(coso: ++v—1sen a')(a + \/—lb) =acosa—bsena++V—1(asena + bcosa)
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que tiene longitud calculado por:

1 1
[(acosa — bsena)? + (a+ bcosa)?]z = (a® + b?)z
e inclinacion en relacién a eje de las abscisas por:
t +2
tg_l (a cosa—b sen a) _ tg_l a;lga i N tg_l (B)
acosa+bsena 1-—tanga a
Estos avances en el estudio de nimeros complejos conducen a la necesidad de con-

siderar elementos de la trigonometria tanto para ampliar sus representaciones como para
facilitar calculos, ello conduce a identificar otro tipo de tarea en la GA.

T, .. fepresentar un nimero complejo en su forma trigonométrica

La técnica para representar un nimero complejo z = a+bi es determinar el médulo
del numero llzll = Va> + b7 y el dngulo 6 = tg™* (2). Por tanto, z = a + bi = rcos 6 + isen®.

Por el estudio grafico, Argand introduce la notacién para indicar un segmento con
origen em A en el sentido de B en la direccion determinada por AB, M&bius, Bellavitis e
Hamilton definieron un segmento orientado. Mobius (1790-1868), en su obra Barycentrishe
Calcul, publicada en 1827, present6 un sistema geométrico donde un segmento es repre-
sentado por la diferencia entre dos puntos, esto es, AB=B-A, que AB+BA=0 o AB=-BAy, con
eso, desarrolla una aritmética para segmentos de recta definiendo la adicion y la multiplica-
cion por un numero real.

Conforme a Crowe (1994) en la obra Calcolo delle Equipollente de Giusto publicada
en 1832, Bellavitis (1803-1880) aproximd las definiciones de vectores del sentido euclidiano
con una explicacion completa de ese método considerando que:

1°Una linea (recta) expresada usualmente por dos letras es entendida como tomada a
partir de la primera letra hasta la segunda, asi y no pueden ser considerados la misma
entidad, pero como dos cantidades iguales con signos opuestos.

2° Dos lineas son llamadas equipolentes si ellas son iguales, paralelas y dirigidas en el
mismo sentido.

3° Se dos 0 mas rectas son relatadas de tal forma que la segunda extremidad de cada
recta coincide con la primera de la siguiente, entonces la linea, que juntamente con
esta forma un poligono (regular o irregular), y que es trazada a partir de la primera
extremidad de la primera linea hasta la sequnda de la tltima, es llamada suma equipo-
lente (compuesta equipolente). Esta es representada por el signo interpuesto entre las
lineas combinadas, y el signo indica la equipolencia. Asi tenemos

AB +BC = AC
AB +BC+CD = AD etc.

Tales equipoléncias continuam verdaderas quando substituidas por suas lineas o por
lineas respectivamente equipolentes a ellas [...] (CROWE, 1994, p. 52, traduccion nues-
tra).
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Lo descrito en el primer paragrafo permite identificar la nociéon de vector en la GS,
pero sin explicitar lo que es segmento orientado, sin embargo, tiene la nocién de sentido en
una determinada direccion define igualdad y adicién de lineas. Luego, describe el caso para
lineas en un plano cuyas posiciones determinan angulos entre ellas:

1.Vamos a restringir, ahora, a lineas situadas en el plano. La inclinacion de la linea AB
es el angulo HAB, que forma con la horizontal AH trazada de izquierda a derecha, califi-
cando como positivo los dngulos medidos de la derecha para arriba y de 0°a 360° [...].

2. El dngulo o inclinacion de CD sobre AB es igual a la inclinacién de CD menos la de
AB. (CROWE, 1994, p. 52, traduccion nuestra).

El autor presenta el siguiente teorema:

Teorema Fundamental. En equipolencias, los términos son transpuestos, sustituidos,
adicionados, sustraidos, multiplicados, divididos etc,, en fin, sufren todas las operacio-
nes algebraicas que serfan legitimas si se tratase de ecuaciones, y las equipolencias
resultantes son siempre exactas. Como fue indicado en 5°, las equipolencias no line-
ales solo pueden ser referidas en nimeros en un Unico plano. (CROWE, 1994, p. 53,
traduccion nuestra).

Crowe (1994) concluye que Bellavitis describe entidades geométricas que son equi-
valentes, en comportamiento a los nimeros complejos representados geométricamente,
pero que no generaliza el producto de segmentos orientados.

Tait no usa la diferencia entre el extremo By el origen A, utilizado por otros investiga-
dores, como en la definicion de vector presentada por Hilton en 1843, Grasmann en 1844 y
por Burali-Forti (1861-1931) y Marcolongo (1862-1943) en 1910. Hamilton introduce la pala-
bra vector afirmando que:

Una linea recta AB, considerada como teniendo no solo longitud, si no también direc-
cion, es considerada un VECTOR. Se dice que su punto inicial A es su origen y su punto
final es B. Un vector AB es concebido para ser (o construir) la diferencia de sus dos
puntos extremos; o, mas plenamente, sea el resultado de la sustracciéon de su propio
origen de su propio termino; y, en conformidad con esa concepcién, también es deno-
tado por el simbolo B-A: una notacién que sera considerada extremamente Util debido
alas analogias que sirve para expresar entre operaciones geométricas y algébricas.

Vector,
B=A

A— B

(HAMILTON, 1866, p. 1, traduccién nuestra).

También Hamilton define vector nulo y vector opuesto o revector y explica que cuan-
do los puntos extremos Ay B son distintos, el vector AB o B - A es considerado un vector real
(o efectivo), pero cuando (como limite) esos dos puntos son concebidos para coincidir, el
vector AAo A - Aes considerado nulo y que el vector opuesto es definido de modo similar a
AB siendo BA representado por A-B, y lo ilustra como la Figura 20.
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Figura 20 — Representacién de Hamilton para vector opuesto

Vectar,

A- Y B
A ﬁ? L B
Revector.
Fig. 1.

Fuente: Hamilton (1866, p. 1)

Cabe observar que, la definicién actual para vector, en la Geometria Sintética, es dada
por:

dos o0 mas segmentos orientados de misma longitud, misma direccion (paralelos o
colineales) y mismo sentido son representantes de un vector. En la Figura 1.3, todos
los segmentos orientados paralelos, del mismo sentido y misma longitud de AB, repre-
sentan el mismo vector que serd indicado por AL 0B-A en que A es el origeny B es
la extremidad del segmento. El vector también acostumbra ser indicado por una letra
minuscula con una flecha encima, tal como ¥

Figura1.3
(WINTERLE, 2014, p. 2-3)

En dicha definicion se observa claramente la diferencia entre direccién y sentido, sin
embargo, el autor utiliza la notacién que persiste, B - A que conduce a una interpretacion
operatoria que no es definida para puntos, pero si para vectores, o sea, el vector AB pode ser

representado por OB — OA — AR (Figura 21), de acuerdo con la definicién de sustraccion
(inverso aditivo) de vectores.

Figura 21 - Representacién de vector por suma de vectores

Fuente: Valenzuela (2021, p. 87)

Tait (1882) afirma que dos vectores son iguales si tienen igual longitud, son paralelos
y tienen el mismo sentido y lo representa por AB = a. Estableciendo su igualdad con el vec-
tor CD, denotado por: AB = CD = a. Nétese que el autor utiliza el simbolo de igualdad,
pero en la actualidad usamos el simbolo de equivalencia o equipolencia. Esta definicién nos
conduce al tipo de tarea:
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T, determinar la igualdad de vectores.

Cuando se tiene la descomposiciéon de un vector la igualdad de vectores es compa-
rando cada una de las componentes, lo que permite tener el tipo de tarea en la GA:

T :determinar la igualdad de vectores.

En cuanto Hamilton trata la adicién de vectores en el plano a través de un parale-
logramo, Tait (1873, p. 9) define considerando A, B y C tres puntos cualesquiera y estable-
ce que, si AB = a, BC = 8, AC =y la relacién @ + B =y representa que AB + BC = AC
, 'y a partir de ello presenta sus posibilidades. Por ejemplo, si A = C, entonces, lo que
implica que AB + BA = ( (observando que el signo “-" aplicado a un vector produ-
ce el efecto de invertir el sentido del vector). Tait afirma ademas que en un tridngulo
ABC, AB + BC + CA = 0y paraun poligono, se procede del mismo modo, afirmando que
AB + BC + -+ YZ + ZA = 0. Finalmente, concluye que AB + BC + -+ YZ = AZ.
Estas relaciones aparecen si se apoya en las reglas del movimiento establecidas en los Prin-
cipios de Newton, como la regla de la composicién de las fuerzas. Tait (1882) presenta un
ejemplo para la adicién de tres vectores, AL + BM + CN (Figura 22a) afirmando que sus
origenes deben estar en un determinado punto O (Figura 22b).

Figura 22 — Representacion de la adicidn de vectores segun Tait en la GS

(a) (b)
Fuente: Tait (1882, p. 12)
Tait presenta la solucién en tres pasos: 1) hacer coincidir el ponto A con el punto O
y construir ()Lcon la misma longitud y paralelo a AL 2) hacer coincidir B con Ly cons-
truir 7'M’ con la misma longitud y paralelo a BM y 3) hacer coincidir C con M’ y cons-
truir M'N' con la misma longitud y paralelo a CN, concluyendo que representa la suma
AL + BM + CN.Con eso podemos determinar un tipo de tarea mas en la GS:

T, : representar la adicion de vectores en la Geometria Sintética

La técnica es por el método del paralelogramo, identificando los segmentos orienta-
dos que estén con origen en un mismo punto. Entonces la adicidn es el segmento que forma
parte del paralelogramo que tiene el mismo inicio que los vectores.

De acuerdo con Dorier (1997), la representacion de nimeros complejos por vectores
en el plano ya era conocida, pero extender los “nimeros” bidimensionales para tridimensio-
nales preservando las propiedades algebraicas basicas de los numeros reales y complejos,
intentada por muchos matematicos, fue conseguida por Hamilton en su obra Elements of
Quaternions. De acuerdo con Sanchez (2011), Hamilton considero las ternas a + bi + ¢j en que
a, by c representan numeros reales y que i = j?=-1, lo que, por analogia con los nimeros
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complejos, permitia la adicion y la sustraccion sin problemas. Sin embargo, Hamilton tuvo
dificultad para definir el producto de la terna a + bi + ¢j pues cuando lo eleva al cuadrado
obtuvo:

(a+ bi + ¢j)’= a*-b’-c?+ 2abi + 2acj + 2bcij...(¥)
cuyo cuadrado del médulo es: (a? -b? —c? + 2abi + 2acj + 2bcij)*...(**)
= (a’-b?-c?)? + (2ab)’+ (2ac)? + (2bc)? = (a’+b?*+c? )’ + (2bc)?,

de hecho, la propiedad de los médulos solo seria satisfecha si el término fuese sim-
plificado en (**), estableciendo que ij = 0, lo que no estaria correcto. Y esto lleva Hamilton a
afirmar que:

Por momentos me he visto tentado en considerar ij = 0. Pero me resulta extrano e
incémodo, y me percaté que la supervision del término no deseado podria, obtenerse
asumiendo algo que me parecia menos violento, es decir que ji = — ij. De este modo
consideré j =k, ji = -k reservando-me la consideracién de si k era nulo o no (SANCHEZ,
2011, p. 16).

La solucién de Hamilton muestra que la orden del producto es rigorosamente respe-
tada cuando los términos iy j estan involucrados, esto es, que 2bcij deberia ser escrito como
bc (ij + ji) y, asi, la propiedad de médulos seria satisfecha asumiendo que ij + ji = 0 desde que
ij y ji no sean nulos. Para generalizar, Hamilton considero ij = —ji = k y presento la siguiente
expresion:

(a+bi+¢)(x+yi+zj)=(ax-by-cz) + (ay + bx)i + (az + cx)j + (bz —-cy)k (***) y asi se
verifica que para la propiedad de los médulos es satisfecha con:

(@’+ b + ) (x* + y? +2%) = (ax —by —cz)? + (ay + bx)? + (az + cx)?

Sin embargo, sucede que Hamilton asi obtiene un primer miembro de la igualdad
mayor en (bz —cy)?, y que representa el coeficiente de k en (***) en el desarrollo del producto.
Por ello consideré que no era posible k = 0, pero considerar k = 0 también no satisfacia por-
que el producto de ternas deberia ser otra terna y lo que el encontré fue un cuarto termino.
Este problema tomé a Hamilton 10 anos de investigacién y, en 1843, repiensa su propuesta
y considera cuatro términos en lugar de tres, tomando k como una tercera unidad imagina-
ria adicional a iy j. Asi, pondera que i*=j?= k?= jjk = -1y denomina esas nuevas expresiones
cuaterniones, 0 numeros cuaterniones. Los cuaterniones son numeros hipercomplejos de la
forma g =a + bi + ¢j + dk en que e son numeros reales y i, j y k, que satisfacen la relacién
i?=j?=k?=-1. Ademas, Hamilton consideré i*=j°= -1y ij=—ji = -1, y asi queda evidente que
K =~(ii) = ~j j=~j(-1)j =F =~1.

Para comprobar a propiedad de mdédulos, era preciso conocer los valores de y y Ha-
milton concluye que “probablemente ik = —j, porque ik = iij =i* j = —1j = —j; de modo similar,
, kj = ijj= —i" que es proporcionado por la propiedad asociativa. Entonces, ki = (-ji)i = —ji’=
(=j)(=1) =j. En resumen, las “suposicion” del producto (como Hamilton las llamaba) para los
cuaterniones resultan en:

P =p =k? = jjk = -1, ij=—ji = k, jk = —kj = i, ki = —ik =
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Luego del estudio de Hamilton, otros matematicos como Wessel, Gauss y Argand
buscaron, por muchos afos, un sistema numeérico que describe puntos del espacio de forma
similar a los numeros complejos como puntos del plano.

Los niumeros definidos por Hamilton constituye una nueva éalgebra que cumple las
propiedades fundamentales de la aritmética tradicional, pero el producto de dos nimeros
cuaterniones no es conmutativo, lo que contradecia a todos los algebristas de la época. Se-
gun Sanchez (2011), Hamilton estaba absolutamente convencido de que los cuaterniones
se convertirian en una herramienta precisa para describir la realidad del espacio fisico y del
tiempo, considerando el tiempo como un escalar y los puntos del espacio definidos por tres
coordenadas reales. De esa forma, para especificar la operacién necesaria para convertir un
vector en otro en el espacio, era necesario conocer cuatro nimeros - la relacién entre la
distancia de un vector a otro, o angulo entre ellos, los médulos y la inclinacion del plano en
que estos vectores se encuentran. En el siglo XIX y durante veinte afos, Hamilton encaminé
el estudio de los cuaterniones en el dlgebra de una manera equivalente a los Elementos de
Euclides.

En Lectures on Quaternions (1853), en el momento de definir el producto de los ele-
mentos de ese nuevo conjunto, Hamilton considera:

H={a+bi+cj+dk|ab,cdeRei?=j2=k%=ijk=-1}

y denominé el nimero como la parte escalar y bi + ¢j + dk como la parte vectorial, o
cuaterniones puro. Ademas, el producto de los cuaterniones puros, esto es, p =xi +yj+ ck e
q = bi + ¢j + dk tiene como resultado:

pq = (xi + yj + zk)(bi + ¢j + dk)
= —xb + xck — xdj — ybk — yc + ydi + zbj — zci — zd
= —(xb + yc + zd) + (yd — zc)i + (—xd + zb)j + (xc — yb)k

Esto quiere decir, entonces, el termino xb + yc + zd es un escalar, lo que en la actuali-
dad es conocido como la definiciéon de un producto escalar, y denotado por

xb+yc+zd =(p,q)e (yd —zc)i + (—xd + zb)j + (xc —yb)k =p X g

y, por lo tanto, pqg = —(p, q)+p X q.

Actualmente, (p,q) es conocido como el producto escalar de dos vectores y es defini-
do por {p,q)¢ =xb + yc + zd

Para la representacién de un vector en el espacio tenemos la siguiente tarea:

T, representar vectores en el espacio en la Geometria Sintética

Podemos encontrar en Tait (1882, p. 13) una tarea cuando se establece una proposici-
on que considera tres vectores fijos m,me_m (Vea Figura 23), y un vector cualquiera
W! determinando el vector m paraleloa CO de tal forma que el punto Q pertenezca al
plano definido por BOA, y determinar el plano, el vector QR, paralelo a BO, de forma que

R pertenezca a O A. Por esa construccion, se tiene que OP = OR + RQ + QP.

6 El producto escalar, que algunos autores denominan producto interno, denotado por ®
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Figura 23 — Descomposicién de un vector

c

Fuente: Tait (1882, p. 13)

Luego de la descomposicion, el autor escribe, de forma general, que P= xa+ yp +zy
donde q, B e y representan vectores no paralelos dos a dos y no paralelos a un plano comun,
y en quex, yyzson tres valores numéricos que dependen del vector. Podemos observar que
los tres vectores dados, 04, OB e OC en la actualidad son los ejes coordenados del refe-
rencial cartesiano en espacio. Tait (1882) afirma que, en el caso de que los tres vectores son
unitarios y perpendiculares entre si, Hamilton utiliza las letras i, j, k para designar un sistema
unitario-vectorial en que P = xi + yj + zk (Figura 24), ademas, los valores x, y, z representan las
medidas de tres aristas consecutivas de un paralelepipedo rectangular en que P representa
el extremo de su vector-diagonal cuya longitud es dada por /X% + y? + z2,

Figura 24 — Representacion de un vector en el espacio en un referencial ortonormal
|

|~

Fuente: Valenzuela (2021, p. 92)

El proceso presentado por Tait, esto es, la descomposicidn de un vector que esta en
tres dimensiones, considerando el referencial ortonormal, permite considerar tres tipos de
tarea en la GA:

T, representar vectores en el espacio en la Geometria Analitica.
T, representar graficamente la descomposicion de un vector en el espacio.
T_, - determinar el producto escalar de dos vectores

GA10°

La técnica utilizada para resolver es la identificada en la investigacién realizada por
Hamilton, es decir:

Dados los vectores u = (a,b,c)yv = (x,y,2), entoncesu v = ax + by + cz
T_. :Hallar la ecuacién de la recta, en el espacio R3 que pasa por los puntos A y B.

GAT11*
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Encontramos la técnica: la ecuacion vectorial de la recta esta representada por la
igualdad de vectores, entonces, PoP = td ,teR donde P es un punto de larectay g es
la direccion de la recta. Tomamos un punto genérico P(x, y, z) y, como punto P los puntos

- —s
A o B. De este modo, tenemos Py P, por ejemplo, si consideramos AP. Ahora, para ob-
. .z - . = s , .z P
tener el vector direccion, @, consideramos a = AB. Asi la ecuacién de la recta quedaria
AP = tAB, teR. Note que también es posible tomar como punto P el punto By, como el
vector direccion, @ = BA. Asi, obtenemos otra forma de representar la ecuacion de la recta.

Seguidamente, se muestra la razdén de ser de resolver tareas con elementos del alge-
bra lineal.

Modelo Epistemologico de Referencia del estudio de vectores en la geometria anali-
tica

Después del origen de los cuaterniones atrajo el interés de muchos matematicos,
nuevos teoremas fueron demostrados por medio del andlisis vectorial, utilizando la parte
vectorial de los cuaterniones de Hamilton para representar cantidades fisicas, esto es, v = bi
+ ¢j + dk. Pero fue el desarrollo del dlgebra y la teoria de los determinantes de Josiah Willian
Gibbs (1901) y Oliver Heaviside (1893) que permitié definir el producto vectorial como cono-
cemos en la actualidad, esto es, para los vectores A= (x,y,z) y B= (b, ¢, d) se tiene:

AXB=(x,y,z) X(b,c,d) = (xi +yj+ zk) x (bi + c¢j + dk)
= (yd — zc)i + (—xd + zb)j + (xc — yb)k.

i j k
ElproductoAXB =|x y z| 0sea, AXB = (yd— zc,—xd + zb,xc —yb)
b ¢ d 7

De esa técnica podemos proponer el primer tipo de tarea del dlgebra linear, o sea,
considerar procesos para calcular el determinante de una matriz.

T,,,: determinar el producto vectorial de dos vectores.

Consideramos la definicion de producto vectorial en la GA, tenemos la tarea

T_,,,- determinar el producto vectorial de dos vectores

Gibbs (1901) utiliza el producto vectorial para calcular la medida del area del parale-
logramo determinado por dos vectores (Figura 25) en la GS considerando que ella es igual al
modulo del vector resultante de ese producto, o sea, M, = |A X B|.

Figura 25 - Producto vectorial por Gibbs

= A
Fuente: Gibbs (1901, p. 61)

7 Algunos autores utilizan el simbolo X para indicar el producto escalar.
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T, calcular la medida del area de un paralelogramo determinado por dos vectores.

La primera técnica que se presenta dice que los vectores u y ¥ son los lados que
conforman un paralelogramo, entonces, la medida del drea es el médulo del producto vecto-
rial |ti X ¥7|. Mientras que la segunda técnica utiliza el médulo de los vectores, angulo entre
los vectores, razones trigonométricas y proyeccion ortogonal para determinar |1 | | 7| sen 8.
Esta propriedad para vectores permite enunciar y demostrar nuevos teoremas en andlisis
vectorial.

Luego de definir producto escalar y producto vectorial, Gibbs, en su libro Vector
Analysis de 1901, definié producto mixto para tres vectores en el espacio, que consiste: da-
dos los vectores A, B e C e el producto mixto se define como el producto escalar del primer
vector por el producto vectorial de los otros dos vectores, y denoté: [A, B, C] = A(BxC).

—
. . y -+
Silos vectores estuvieran representados en funcion de los vectores g, 1, k, tenemos:

—

roJj k B, B B, B B, B,|-
ABCl=AA =A.( CEEt | M | I 2|k)
L ] By By Bs C; C3 ¢, G5 J ¢, G

C; G G5

Pero,como AT = A, A-J= Ay, A- k = Aj entonces

Ay Ay Az
B, B B, B B, B
[,.'-1,5*,(:]=(t,:2 C3|A1— c1 C3|A2+ cl C2|A3)= Bi B, B
2 3 1 3 1 2
C; G G

Tal definicién nos conduce a un nuevo tipo de tarea en el dlgebra lineal.

T .5 determinar la ecuacion del plano en el espacio que contiene los puntos no coli-

neales A, By C.

En la técnica del AL, consideramos en IR® un plano determinado por un punto P fijo,
P un punto genérico del plano y su inclinacion, que es especificada por su vector normal 7, y
cumple que W -1 = 0. En este caso, utilizaremos esta ecuacion, llamada Ecuaciéon normal
del plano. Para ello, tomamos un punto genérico P(x, y, z) y, como punto P cualquiera de
los tres puntos A,By C. De este modo, tenemos W, que podemos considerar, por ejemplo,
como AP. Ahora, para obtener un vector normal 7i tenemos que tener los vectores del pla-
no que después multiplicaremos vectorialmente. En este caso, podemos tener los vectores
AB y AC por ejemplo, podemos considerar i = AB x AC. Finalmente, la ecuacién del plano
es AP - (AB x AC) = 0. Asi, existiran diversas formas de solucion, considerando que pode-
mos asumir tanto el punto como los vectores para la obtencién del vector normal .

En la GA se tiene también el tipo de tarea:

T, determinar la ecuacién del plano en el espacio que contiene los puntos no co-

lineales A,By C.

En la GA, la técnica de solucion, si consideramos la Ecuacion Vectorial del plano con
—
P, siendo un punto y a y b, dos vectores contenidos en el plano, dependera de los pa-
Ve —) _> 7 .
rametros r y t, tal que, PP = rd + tb, con r, teR. Luego, tomamos un punto genérico
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P(x,y, 2) y, como punto P, cualquiera de los tres puntos A, By C. De este modo, tenemos el
vector W_,} por ejemplo, al considerar P = A e, asi, tenemos Wj = AP. Ahora, para los vec-
tores d y b podemos considerar § = AB yB = AC.De este modo, la ecuacion del plano sera
AP = rAB + tAC, con r,teR.Y eso muestra la existencia de diversas formas de solucién.

T, . determinar el producto mixto.

A partir de la definicién del producto mixto, Gibbs (1901) presenta su interpretacion
geométrica (Geometria Sintética) considerando y como tres vectores con el mismo origen,
y que determinan un paralelepipedo (Figura 26) en que el médulo del producto escalar del
vector C por el vector A x B representa la medida del paralelepipedo. Sin embargo, Gibbs no
presenta su demostracion.

Figura 26 — Representacién de paralelepipedo para calculo de la medida de su volumen por Gibbs

[

AXB

Fuente: Gibbs (1901, p. 68)

Esa definicidn nos permite identificar un nuevo tipo de tarea para el algebra lineal.

T, calcular la medida del volumen de un paralelepipedo determinado por tres vec-

tores del mismo origen en el espacio.

El desarrollo del producto escalar, segun Arezana (1997), permite determinar la medi-
dadeundangulo entre dos vectores en el plano o espacio. El autor considera un referencial car-
tesiano en el plano (Figura 27) para representar los vectores 04 = (a1, az) y@ = (by, b;) .
El vector OA forma con los ejes angulos de medidas ay o'y de modo que a + a'=m/2, y el
vector OF forma angulos de medidas 3y 'y de modo que  + 3’ = /2. Podemos entonces
deducir que

a ’ a b - b
cosa=ﬁ,cosa =ﬁ=sena’y cosﬁ=|0:;|ycosﬁ =|0:;|=senﬁ.

Figura 27 - Representacion de angulo entre dos vectores en el plano cartesiano

— _Blb,, by

Fuente: adaptado de Arenzana (1997, p. 63)
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Considerando que el dangulo formado por los dos vectores tienen medida 3 - a, po-
demos utilizar la formula trigonométrica cos(f3-a) = cospcosa + senfBsena lo que es equiva-

a,b,+ab
lente a cos(f —a) = une representa el producto escalar de los dos vectores y que

permite concluir que (8 — a) = arccos (M)

|o5][o4]
Asi, como indica Arenzana (1997), la determinacion de la medida del angulo formado

por dos vectores en el plano puede ser hecha mediante una férmula algebraica que repre-
senta el producto escalar de dos vectores.

Tal resultado nos permite enunciar otro tipo de tarea para la geometria analitica:

T, calcular la medida del angulo determinado por dos vectores

Las tareas para resolver ese tipo de tarea con el vector representado por coordenadas
cartesianas pueden modelar fenémenos fisicos en la Geometria Analitica, lo que nos permi-
te formular el siguiente tipo de tarea en la GA.

T_,,s- determinar una expresion matematica para describir el movimiento de un cuer-

po en el espacio.

Tait (1882, p. 36) usd, como herramienta para describir el movimiento, el calculo vec-
torial asociado a algunas cuestiones de calculo diferencial, y la nocién de curva y los line-
amentos de flujos de Newton basados en el célculo diferencial y en la dindmica segun las
propiedades del movimiento.

Para la definicion geométrica de algunas curvas, el autor uso el calculo diferencial en
el estilo de Newton, empleando combinaciones de vectores y funciones escalares que, mo-
dernamente, corresponden las funciones paramétricas de una curva, y esto es escrito como:
0P=p=0(t) que, si estuviese en el espacio, es interpretada como @(t) = (x(t),y(t),z(t)), en que
t representa el tiempo y ¢(t) es la posicién de una particula. Para otro punto Q de la curva
(Figura 28) considerando un tiempo t, transcurrido, tenemos: @ =p,=0(t )= ¢(t+0t), en
que Jt representa un nimero cualquier y el desplazamiento es dp = p, -p = @(t+0t) - @(t).

Figura 28 - El vector desplazamiento

Fuente: adaptado de Tait (1882, p. 37)
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Tait (1882) indica que, en ese caso, los vectores de lafuncion ¢ son constantes y los fac-
tores que los multiplican son variables en funcién de t. Ademas, indica que desarrollar cada
uno de esos factores, de acuerdo con la férmula de Taylor (reservando el caso de discontinui-
dad de uno o mas valores en el intervalo de t parat,), implica que la funcién ©(t+0t) debe ser,

por tanto, desarrollado de la siguiente forma: g = do(t) at + 1d%e(t) (ap)z 4+ .-
2

. (2 ) .
y que, al aplicar el limite, conduce a: lim (a—f)at_o :d—f: @'(t). La derivada @'(t)
de la funcién vectorial ¢(t) se define como la derivada de una funcién real, o sea,
' . (t+30) (1) . dp(®) . . . . .
t) = lim &% — |im 222 ’
Q' (1) Jim - Jim === Si el limite existe, entonces @'(t) sera la pendiente

ala curvarecorrida por ¢ y la velocidad instantanea, representada por Tait, como se muestra
en la Figura 29.

Figura 29 — Representacién de la velocidad instantdnea por Tait

Fuente: Tait (1882, p. 40)

Antes del siglo XIX, para algunos matematicos como George Peacock (1830), Augus-
tus De Morgan (1837) entre otros, existian dos tipos de algebras: la Algebra Aritmética, que
utilizaba simbolos para representar nimeros enteros positivos y definir sus operaciones
que cumplian la propiedad de clausura, y la Algebra Simbdlica, que utilizaba las reglas del
algebra aritmética, pero sin cualquier restriccion como las que debian ser cumplidas por
cualquier otro tipo de algebra. Un algebra que se relaciona con vectores presenta la parti-
cularidad de no estar en conformidad con las reglas basicas dadas y en que los elementos
son muy especificos, porque esos elementos describen no apenas nimeros, sino también
magnitudes no escalares.

Como sintesis de lo que encontramos en nuestro estudio histérico, construimos el
esquema (Figura 27), para mostrar las conexiones y el desarrollo praxeolégico del estudio de
vectores donde resumimos las tareas identificadas en las Geometrias Sintética (T, Analiti-
ca(T)yenel Algebra Linear (T.)- En color rojo se indican los contextos, amarillo estas los
fendmenos en la fisica y matemdticas y en verde la técnica para solucion.
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Figura 27 — Razén de ser de los vectores

Estudio de vectores
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Fuente: Adaptado de Valenzuela (2021, p. 102)

El modelo epistemoldgico de referencia, representado por la Figura 27, explicita la
razén de ser del objeto matematico vector en la geometria sintética, en la geometria ana-
litica y en el dlgebra lineal y permitio explicitar tres modelos. El primero es el modelo de la
geometria sintética en que los vectores son estudiados con base en elementos de los cinco
postulados de Euclides y el método del paralelogramo. El sequndo modelo viene de la geo-
metria analitica que, con base en un referencial cartesiano, en el plano o en el espacio, per-
mite representar un vector por sus coordenadas y su descomposicion. Ademas de ello, sus
propriedades y los productos escalar y vectorial ayudan a resolver problemas, como encon-
trar medidas de angulos, de areas y de volumenes. Por ultimo, el modelo del dlgebra lineal,
que considera como elementos propriedades como la combinacién lineal, las matrices y sus
propiedades.

CONSIDERACIONES FINALES

La razon de ser de los vectores en cada tipo de tareas presentadas hasta ahora permi-
te la soluciéon de los problemas de movimiento, caida libre y fuerza que, en principio, ain no
eran trabajados con coordenadas en tiempo antiguo, pero también presentamos como esas
mismas tareas pueden ser hechas en la Geometria Analitica. Ademas, no habia en esa época
la notacion existente en la actualidad, pero ya eran evidentes los segmentos orientados,
como puede ser observado en los tipos de tareas. Y, hoy en dia, los problemas pueden ser
trabajados en la Geometria Analitica con las técnicas que fueron desarrolladas intuitivamen-
te y formalizadas, por ejemplo, por Stevin y Newton.
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Los tipos de tareas descritos permiten inferir la razén de ser de los vectores en el mo-
delo de Algebra Lineal, y es la formalizacion de vectores y axiomatizacion. Los estudios de
Tait contienen los principios fundamentales para la construccién del Analisis Vectorial en la
Geometria Sintética y, en esencia, los conceptos primitivos para el Algebra Lineal moderno.
Ademas, la nocidn de espacio vectorial fue presentada en los trabajos de Peano (1891), en su
libro Gli Elementos de Cdlculo Geométrico, presenta la axiomatizacién de la teoria contenida
en Ausdehnungslehre de Grassmann (1844) como estudiamos en la actualidad.

En conclusion, presentamos aqui los vectores siendo utilizados en la solucion de al-
gunos tipos de tareas por técnicas y discursos tecnoldgicos-teoricos utilizados por investiga-
dores y estudiosos que muestran el desarrollo del objeto matematico vector iniciando con
la Geometria Sintética, pasando por la Geometria Analitica hasta llegar al Algebra Lineal. Los
problemas de docentes con el MER dan el primer paso para tornarse en problema didactico.
Por ultimo, se cuenta con elementos para la formulacién de una cuestiéon que inicie disposi-
tivos de los recorridos de estudio e investigacion.

REFERENCIAS

ANTUNEZ. C.; GALHARDI, V.; HERNASKI, C. As leis de Newton e a estrutura Espaco-temporal
da Mecanica Classica. Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 40, n° 3. 2018.

ARENZANA, V. El lenguaje vectorial en geometria. Los pioneros William Rowan Hamilton y
Hermann Gunther Grassmann. Revista Suma v. 25, 61-70. 1997.

ARGAND, R. Essai sur une maniére de représenter des quantités imaginaires dans les
constructions géométriques, 2e édition, Gauthier Villars, Paris. 1874.

ARISTOTELES. Acercadel cielo.350a.C.Biblioteca Clasica Gredos. Miguel Candel (traduccién).
Madrid: Gredos. 1996.

CROWE, M, History of Vector Analysis, segunda edicao. New York. 1985.

CHEVALLARD, Y. Lanalyse des pratiques enseignantes en théorie anthropologique du
didactique. Recherches en Didactique des Mathématiques. Grenoble, La Pensée Sauvage,
v.19,n.2, p.221-265, 1999.

CROMBIE, C. A. (1974), Historia de la Ciencia de San Agustin a Galileo /2 Siglos XIlI-XVII.
Alianza Universidad. 1974.

BELLAVITIS, G. Calcolo dele Equipollente, 1832.

BURALI-FORTI, C.; MARCOLONGO, R. Eléments de Calcul Vectoriel. Avec de Nombreuses
Applications a la GEométrie, a la Mecanique et a la Physique Mathematque. Paris. 1910.

DE MORGAN, A.The Elements of Algebra. London: Taylor & Walton. 1837.

DESCARTE, R. La Geometrie. Livre Troisiesme. 1937. Traduccién inglesa de David Eugene
Smith y Marcia L. Latham, The Geometry of René Descartes. Dover Publications, Inc, Nova
York 1954,

34 Revista de Matematica, Ensino e Cultura—REMATEC, Belém/PA, n. 48, €2024009, 2024



Maritza Luna Valenzuela; Saddo Ag Almouloud; Maria Jose Ferreira da Silva; Francisco Javier Ugarte Guerra

DORIER, J.L. Lenseignement de l'algébre linéaire en question. Franca: La Pensé Sauvage
éditions. Grenoble1997. p. 291-297.

DUHEM, P. La Théorie Physique. Son objet et sa structure. Bibliothéeque de Philosophie
Experimentale. Paris. 1914.

FONSECA, C.; GASCON, J.; LUCAS, K. Desarrollo de un modelo epistemolégico de referencia
en torno a la modelizaciéon funcional. Revista Latinoamericana de Investigacion en
Matematica Educativa, vol. 17, nim. 3, pp. 289-318, 2014.

GALILEI, G. Discorsi e dimostrazioni matematiche, intorno a due nuove scienze. In Leida.
1638.

GARCIA, F. J,; SIERRA, T. A. Modelos epistemoldgicos de referencia en el analisis de la
actividad matematica en libros de texto: el caso del nimero en la escuela infantil. En
C.Fernandez, M. Molina y N. Planas (eds.), Investigacion en Educacion Matematica XIX
(pp. 299-307). Alicante: SEIEM. 2015.

GASCON, J. Las tres dimensiones fundamentales de un problema didactico. El caso del
algebra elemental. Revista Latinoamericana de Investigacion en Matematica Educativa,
14(2), 203-231.2011.

GAUSS, C. F. Theorie Residuorum Biquadraticoruma. Societati Regiar Tradita. 1831.

GIBBS, W. Analisis vectorial, un libro de texto para estudiantes de matematicas Yy fisica,
basado en las conferencias de J. Willard Gibbs. 1901.

GRASSMANN, H. Die Lineale Ausdehnungslehre (en aleman). Leipzig: Otto Wigand. 1844.

HAMILTON, W. R. Elements of Quaternions. University of Dublin Press. Edited by William
Edwin Hamilton. 1866.

HEAVISIDE, O. Electromagnetic theory vol | (Primera edicion ed., Vol. 1). Londres. London
publication. 1893.

JEANS, J. Historia de la Fisica. Primeira edicao em espanhol. México.1953.

NEWTON, I. Philosophiae Naturalis Principia Mathematica. Imprimatur S. Pepys 1867.
(traduccion) University of Cambridge. Disponible en: https://cudl.lib.cam.ac.uk/view/PR-
ADV-B-00039-00001/21. . Acceso en 02 de mayo de 2021.

ORESME, N. Tractatus de Latitudinus Formarum.Original University of the California. 1486.
PEANO, G. Elementi di calcolo geométrico. Tonino. Tipografia G. Candeletti. 1891.
PEACOCK, G. A treatise on algebra. London. 1830.

PROENCA, C. A. Historia da ciéncia da Antiguidade ao Renascimento Cientifico. V. 1. 2da.
Edicao. Brasilia. 2012.

ROQUE, T. Historia da Matematica: Uma visao critica, desfazendo mitos e lendas. Rio de
Janeiro: Jorge Zahar, 2012.

Revista de Matematica, Ensino e Cultura—REMATEC, Belém/PA, n. 48, €2024009, 2024 35



Modelo Epistemoldgico de referencia en torno al estudio de los vectores en la geometria

SANCHEZ, J. M. Histérias de Matematicas Hamilton y el Descubrimiento de los Cuaterniones.
Revista de Investigacion Pensamiento Matematico- Numero 1.2011.

SERRANO, H. G. La cadena de stevin. Boletin Division de Ciencias Exactas. Universidad
Autdénoma de Mexico. 2010.

STEVIN, S. Les Oeuvres Mathematique de Simon Stevin de Bruges: Ou sont inserées
les memoires mathematiques, esquelles s'est exercé le tres-haut & tres illustre prince,
Maurice de Nassau. 1634.

TAIT, P. G. Traité des Quaternions. Traduit sur la seconde editon anglaise. 1882.

TARRES, J. Historia de las Matematicas. Matematicas y Movimientos en el siglo XIV. Revista
de Investigacion Pensamiento Matematico. Volumen VI, Nimero 2, pp. 087-100. 2017.

TRUESDELL, C. Essays in the History of Mechanics. Springer-Verlag. Berlin Heidelberg,
1975.

VALENZUELA, M. Um percurso de estudo e pesquisa para a formacao de professores
em cursos de ciéncias e engenharia: introducao ao estudo de vetores Tese (Doutorado
em Educacao Matematica) — Faculdade de Ciéncias e Tecnologia, Pontificia Universidade
Catolicade Sao Paulo, Sao Paulo, Brasil, 2021. Disponivel em: https://repositorio.pucsp.br/
jspui/handle/handle/24230. Acesso em: 20 jan. 2022.

VARIGNON, P. Nouvelle Mécanique ou Statique. Académies Royales des Sciences de France
1687.

WESSEL, C. Om directionens analytiske Betegning, et Forsgg, anvendt fornemmelig
til plane og spheeriske Polygoners Oplgsning. Nye Samling af det Kongelige Danske
Videnskaber(ne)s Skrifter-1799

WINTERLE, P. Vetores e geometria analitica, 2.ed. Sao Paulo: Pearson Education do Brasil,
2014.

MUSEOQO Galileo. “Working Level of Folio 116v". (Biblioteca Nazionale Centrale, Florence
Istituto e Museo di Storia della Scienza). Florencia. Disponible em: http://www.imssfi.it/
ms72/HTML/F116_V/M116_V.HTM. Acesso em 02 de maio de 2020.

Historico

Recebido: 15 de outubro de 2023.

Aceito: 12 de janeiro de 2024.
Publicado: 09 de fevereiro de 2024.

Como citar - ABNT

VALENZUELA, Maritza Luna; ALMOULOUD, Saddo Ag; SILVA, Maria Jose Ferreira da; GUERRA, Francisco Javier Ugarte. Modelo
Epistemoldgico de referencia en torno al estudio de los vectores en la geometria. Revista de Matematica, Ensino e Cultura -
REMATEC, Belém/PA, n. 48, e2024009, 2024. https://doi.org/10.37084/REMATEC.1980-3141.2024.n48.2024009.id596

Como citar — APA

VALENZUELA, M. L; ALMOULOUD, S. A;; SILVA, M. J. F; GUERRA, F. J. U. (2024). Modelo Epistemolégico de referencia en torno al
estudio de los vectores en la geometria. Revista de Matemdtica, Ensino e Cultura - REMATEC, (48), 2024009.
https://doi.org/10.37084/REMATEC.1980-3141.2024.n48.2024009.id596

36 Revista de Matematica, Ensino e Cultura—REMATEC, Belém/PA, n. 48, €2024009, 2024



Maritza Luna Valenzuela; Saddo Ag Almouloud; Maria Jose Ferreira da Silva; Francisco Javier Ugarte Guerra

Nimero tematico organizado por
Saddo Ag Almouloud @e

José Messildo Viana Nunes () ©

Afonso Henriques (5 @

Revista de Matematica, Ensino e Cultura—REMATEC, Belém/PA, n. 48, €2024009, 2024 37


https://orcid.org/0000-0002-8391-7054
http://lattes.cnpq.br/9168215683139657
http://lattes.cnpq.br/5188612973174798
https://orcid.org/0000-0001-9492-4914
http://lattes.cnpq.br/0317385977493237
https://orcid.org/0000-0002-8783-6008

