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RESUMEN

El articulo presenta una mirada del trabajo matematico de estudiantes en el dominio del Andlisis. Para ello, se
presenta un recorte de la parte experimental de tres investigaciones que caracterizan el trabajo matematico de
estudiantes cuando resuelven tareas en el dominio del andlisis, en particular, al movilizar nociones de tasa de
variacion, interpretacion geométrica de la derivada y funcién exponencial. En cada investigacion, se analizaron
la produccién matematica de los estudiantes empleando aspectos del Espacio de Trabajo Matematico (ETM)
como referencial tedrico. En base a lo presentado en el articulo, se sefiala la pertinencia que el ETM ha
alcanzado en la comunidad cientifica de la Didactica de la Matematica, pues es considerado una herramienta
tedrica potente para organizar aspectos epistemoldgicos y cognitivos identificados en la produccion matematica
de estudiantes a través de la activacion de sus diferentes génesis y planos verticales al resolver una tarea en el
dominio del analisis. Asi mismo, se destaca el rol del artefacto simbolico y digital en la produccién matematica.
Palabras clave: Trabajo matematico del estudiante; Dominio del Andlisis; Artefacto.

Um olhar do Trabalho Matematico de estudantes no dominio da Analise

RESUMO

O artigo apresenta o trabalho matematico de estudantes no dominio da Analise. Para isso, se apresenta um
recorte da parte experimental de trés pesquisas que caracterizam o trabalho matematico dos estudantes na
resolucdo de tarefas no dominio da Andlise, em particular, na mobilizacdo de nogdes de taxa de variacéo,
interpretacdo geométrica da funcdo derivada e exponencial. Em cada estudo, a producdo matematica dos
estudantes foi analisada utilizando aspectos do Espa¢o de Trabalho Mateméatico (MWS) como referencial
tedrico. Com base no apresentado no artigo, é ressaltada a relevancia que o ETM tem alcancado na comunidade
cientifica da Didatica da Matematica, uma vez que é considerada uma ferramenta teérica potente para organizar
aspectos epistemoldgicos e cognitivos identificados na producdo matemética dos estudantes por meio da ativagdo
de suas diferentes géneses e planos verticais na resolucdo de uma tarefa no dominio da Andlise. Igualmente, o
papel dos artefatos simbdlicos e digitais na produgdo matematica é destacado.

Palavras-chave: Trabalho matematico do estudante; Dominio da analise; Artefato.
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A view of students’ mathematical work in the domain of analysis

ABSTRACT

The article presents a view of the mathematical work of students in the domain of Analysis. For this purpose, we
present a selection of the experimental part of three investigations that characterize the mathematical work of
students when solving tasks in the domain of Analysis, in particular, when mobilizing notions of rate of
variation, geometric interpretation of the derivative and exponential function. In each research, students'
mathematical production was analysed using aspects of the Mathematical Workspace (MWS) as a theoretical
framework. Based on that presented in this paper, the relevance that the MWS has achieved in the scientific
community of Didactics of Mathematics is pointed out, since it is considered a very powerful theoretical tool to
organize epistemological and cognitive aspects identified in the mathematical production of students through the
activation of its different genesis and vertical planes when solving a task in the domain of Analysis. As well, the
role of the symbolic and digital artifact in mathematical production is stressed.

Keywords: Student mathematical work; Analysis domain; Artifact.

INTRODUCCION

Como es de interés en la presente investigacion presentar el trabajo matematico de
estudiantes en el dominio del analisis, se debe tomar en cuenta que especialmente en el nivel
secundario, se hace referencia al dominio del andlisis como Precélculo o Célculo. Cabe
resaltar que los esfuerzos por diferenciar Calculo y Andlisis no son actuales, por ejemplo,
Klein (1908) no hace la diferencia entre Célculo infinitesimal y Analisis, tampoco en obras
como la de Bourbaki (1969) o Lakatos (1978) se hacen diferencias explicitas. Sin embargo,
los tres se refieren a estos términos como Calculo, Calculo infinitesimal y Analisis.

Para situarnos en el contexto latinoamericano y especificamente en el peruano, en el
Curriculo Nacional para la Educacion Bésica - CNEB (PERU, 2016), se observa que algunos
contenidos de Precélculo, son ensefiados en los colegios publicos de nivel secundaria como,
por ejemplo, los contenidos de funcidn lineal, funcién cuadratica y funcion exponencial. Sin
embargo, en colegios privados peruanos con programa de Bachillerato Internacional, los
estudios matematicos de nivel medio —dirigidos a estudiantes con cierto dominio de la
matematica fundamental, o con habilidades y dominio de la matemética— y los estudios
matematica nivel superior —dirigidos a estudiantes con dominio de las matematicas y
ampliacion de las matematicas nivel superior— se ensefian temas de Precalculo como
funciones lineales, funciones cuadréaticas, funciones exponenciales, funcion inversa, funcién
exponencial, funcion logaritmica, funcion racional y funcion polinémica. Asi como también,
temas de célculo diferencial como, célculo de limites y derivadas, aplicacion de derivadas y
problemas de optimizacion, entre otros. Precisamente en el programa de Bachillerato
Internacional se evidencia con mayor nitidez la vinculacion con los temas de Calculo que
posteriormente son ensefiados en carreras de ciencias como ingenieria 0 matematica de nivel
superior.

Por otro lado, con respecto a investigaciones que se realizan utilizando la teoria
Espacio de Trabajo Matematico (ETM) en el dominio del andlisis, estas incluyen también
algunos proyectos internacionales que se vienen desarrollando desde 2018 hasta la actualidad
entre la Pontificia Universidad Catolica del Pert y la Pontificia Universidad Catolica de
Valparaiso, Chile y el Laboratorio de Didactica André Revuz - Universidad de Paris, Francia.
Los proyectos mencionados tienen como uno de sus propo6sitos desarrollar dispositivos para la
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ensefianza del Precéalculo y Célculo, tanto en nivel secundario como superior, en los que el
uso de la tecnologia digital juega un papel trascendental (SALAZAR; CARRILLO 2019,
SALAZAR; ALMONACID 2020; TICSE; SALAZAR; MONTOYA-DELGADILLO 2020).

En cuanto a la tecnologia digital, se puede mencionar que el enfoque semidtico-
instrumental (ARZARELLO, 2006) y los conceptos de razonamiento figurativo y figuro-
discursivo (RICHARD, 2004) permitieron evidenciar el impacto de la utilizacion de la
tecnologia digital, especialmente en la légica de la prueba en matematica. Por otro lado, las
investigaciones de Kuzniak, Tanguay y Elia (2016) y Kuzniak, Nechache y Salazar (2020)
muestran que el uso de la tecnologia digital en la ensefianza y aprendizaje de la matemaética en
tareas matematicas en el dominio del analisis y en otros dominios es fundamental. De hecho,
en estos estudios, una tarea se da en un dominio inicial, por ejemplo, en Geometria, pero
luego se desarrolla en otro dominio como el del analisis promovido mediante el uso de
tecnologia digital, en el cual la tarea propuesta puede ser resuelta. Entonces es natural
preguntarse por las caracteristicas de los Espacios de Trabajo Matematico, asociados a
diferentes artefactos digitales (software) que dan acceso a diferentes soluciones de tareas o
problemas.

También, por ejemplo, la investigacion de Minh y Lagrange (2016) realiza un analisis
critico de una sesion de clase que implica un problema de optimizacion geométrica clasica.
Los investigadores abordan el tema mediante el desarrollo de diferentes ETM-funcionales en
el que la idea de funcion varia de una dependencia entre objetos geométricos a una
dependencia entre calculos que va mas alla de una expresion funcional algebraica.

Asimismo, Pluvinage, Carrion Miranda y Adjiage (2016) en su estudio amplian los
ETM personales de los estudiantes relacionados con las funciones. Para ello, al utilizar el
artefacto digital GeoGebra dieron a los estudiantes la oportunidad de desarrollar varias vistas
de asintotas y rectas tangentes, jugando con una oposicion instrumental entre perspectivas
macroscopicas y microscopicas, disponibles en el software. En la misma linea de
pensamiento, Santos Trigo, Moreno Armella y Camacho Machin (2016) investigan en
relacion a la resolucién de problemas con el uso de tecnologia digital y con el soporte del
ETM analizan la posible coordinacién entre los planos epistemoldgico y cognitivo para
subrayar la importancia de ofrecer un ambiente de aprendizaje donde los fundamentos
epistemoldgicos/disciplinarios pueden articularse de manera explicita con los sistemas
cognitivos de los sujetos.

Por otro lado, Paez y Pluvinage (2018) estudian como el control del zoom del artefacto
digital GeoGebra favorece la visualizacion y la activacion de los planos verticales en
estudiantes de Ingenieria. También, Ldépez (2018) investiga el trabajo matematico de
estudiantes y la activacion de planos verticales a partir de una tarea sobre funciones en la que
utilizan un applet de GeoGebra como artefacto digital.
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ASPECTOS DE LA TEORIA ESPACIO DE TRABAJO MATEMATICO-ETM

Sefialamos que, Kuzniak, Tanguay y Elia (2016) consideran que el trabajo matematico
que realiza el estudiante le permite la construccion de su propio conocimiento sobre la
matematica. Sin embargo, afirman que este proceso es gradual, interactivo y complejo;
también sostienen que la evolucion de los conocimientos matematicos dependera de las tareas
propuestas y de las actividades que el estudiante realice para resolverlas. En relacién con las
nociones basicas del ETM, la investigacion de Kuzniak, Montoya-Delgadillo y Vivier (2015)
presenta las nociones de paradigma, dominio, trabajo matematico y tarea. Explicitando que
paradigma es el conjunto de creencias, técnicas y valores que comparte un grupo cientifico;
dominio matematico es determinado segun la naturaleza de los objetos estudiados y de los
paradigmas que lo caracterizan, por ejemplo, dominio de geometria, algebra, aritmética,
andlisis, etc.; trabajo matematico consiste en resolver problemas matematicos, identificar
problemas y organizar contenidos dentro de un dominio especifico.

También, indican que en el ETM se articulan los planos epistemoldgico y cognitivo, a
través de las génesis originadas por el trabajo matematico. La génesis semioética es el proceso
asociado a los signos y representamen (o significantes), y que representa la relacién dialéctica
entre la sintactica y las perspectivas semanticas sobre los objetos matematicos, desarrollado y
organizado mediante sistemas semidticos de representacion. La génesis instrumental permite
hacer a los artefactos operativos mediante los procesos de construccion que contribuyen a
alcanzar el trabajo matematico y; la génesis discursiva utiliza las propiedades del sistema de
referencia tedrico para ponerlas al servicio del razonamiento matemético y para una
validacion no solamente icénica, grafica o instrumental.

Ademas, Kuzniak y Richard (2014) identificaron tres planos verticales en el ETM (ver
Figura 1) cada uno de los cuales esta definido por la interaccidon de dos génesis: semidtica e
instrumental [Sem-Ins]; instrumental y discursiva [Ins-Dis] y, semiética y discursiva [Sem-
Dis].

Figura 1 — Modelo ETM

(V] ®
[Sem-Dis]
\ o /

lse"\-lmq fns07*)

Génesis semidtica Génesis discursiva

pem \ (1) /

Fuente: Kuzniak y Richard (2014, p. 21) y Kuzniak, Tanguay y Elia (2016, p.726)

Plano epistemoldgico

Con relacion a los planos: [Sem-Ins] asociado a una génesis semidtica y a la génesis
instrumental. Existen dos formas de trabajo, una orientada hacia la construccién de los
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resultados (figuras, graficos) y la otra hacia la interpretacion de los datos brindados por los
artefactos; [Ins-Dis] asociado a una génesis discursiva de la prueba y a la génesis instrumental
y, [Sem-Dis] asociado a las génesis semiotica y discursiva, en el cual se distinguen los
razonamientos argumentativos. Por otro lado, el trabajo matemaético es caracterizado por sus
respectivos paradigmas.

En ese sentido, Montoya y Vivier (2016) definen los tres paradigmas del dominio del
Analisis: Andlisis Aritmético-Geometrico (AG), que permite interpretaciones y suposiciones
implicitas sobre la base de la Geometria o el mundo real; Analisis Calculatorio (AC), en el
cual las reglas del Célculo son algo explicitas, pero no resulta necesario reflexionar sobre su
naturaleza y; Andlisis Real o infinitesimal (AR), que involucran aproximacion y vecindad,
incluso topoldgico.

TRABAJO MATEMATICO Y SU ANALISIS

Para evidenciar el trabajo matematico de estudiantes se presentan tres tareas en el
dominio del analisis con sus respectivas producciones esperadas. Estas tres tareas
corresponden a parte de investigaciones realizadas por Ticse (2021), Vivas (2021) y Chacon
(2021).

En primer lugar, se presenta un recorte de la parte experimental correspondiente a la
investigacion de Ticse (2021) que estudia el trabajo matematico de las producciones de
estudiantes de educacion secundaria (16-17 afios) al resolver la tarea llamada carrera de sacos
(Figura 2) relacionada con la tasa de variacién como velocidad (media e instantanea).

Figura 2 — Tarea “carrera de sacos”

1. Ejecute el archivo “Parte2 GrupoN”. En dicho archivo encontrari la grafica de d(t) = %1:2

iw_m

y €l punto A asociado al deslizador “a”. Siga los siguientes pasos:
a. En la barra de entrada grafique el punto P de abscisa igual a 7, es decir P = (7, d(?}).
b. Trace la recta AP y halle su respectiva pendiente.

c. Luego con la herramienta perpendlcular . trace una recta perpendicular al eje Y que
pase por el punto A y otra recta perpendicular al eje X que pase por el punto P.
Indique el punto de interseccion entre las rectas anteriores y renombre a este punto con
la letra B. Trace el segmento AB y renombre tal segmento AB = h.

d. En la vista grafica del GeoGebra, oculte la recta perpendicular a eje Y que pasa
por A.

2. Responda y verifique los resultados con el GeoGebra. ;Calcule cuanto es el valor de la
velocidad media en el intervalo de tiempo [5;7]? ;Calcule cuanto es el valor de la

velocidad media en el intervalo de tiempo [7; 10]?

Fuente: Ticse (2021, p. 49)

La tarea tiene los items 1 y 2. El item 1, cumple la funcién de guia y tiene por
finalidad que los estudiantes grafiquen en el applet del GeoGebra “Parte2 GrupoN.ggb” la
recta secante y su pendiente en un par de puntos de la curva d(t) relacionada al deslizador a.

Por su parte, el item 2 tiene por finalidad que los estudiantes determinen la velocidad
media a partir de la manipulacién de herramientas del GeoGebra o bajo el uso de la férmula
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de la velocidad media. En términos del ETM, se espera la activacion de la génesis semiotica e
instrumental y con ello, la activacion del plano vertical [Sem-Ins].

La génesis semidtica se podria activar cuando los estudiantes visualicen e interpreten
la pendiente de la recta secante a la curva, la cual esta graficada en la tarea 1 (ver Figura 3)
como una representacion de la velocidad media. Luego, a partir del proceso de visualizacion,
se considera a la pendiente de la recta secante AP , desde el ETM, como artefacto simbolico.

Figura 3 — Applet en GeoGebra de la tarea

€7 parte2_GrupoN.ggb - X
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion
B N Ee
a=2
] A Ol AN == ) o e
¥ Vista Algebralca X| ¥ vista Granca =
—| v fav W~ e~ v |4
Funcion h
f 1 1
@ d(t) = =t
o 5 a=328
amero
© a=328 i ®
@ m= 2056
Punto
-0 A=(3.28,2152)
-® B=(7,2152)
@ P=(7,9.8) 5
Recta
@ f:-7.648x +3.72y = -17.082
h g:y=2152 4|
@ hix=7
Segmento 10
® h=372
5
/ 1
d
2 1 o / 3 a 5 [ ] 9 10 1 12 13 14
Entrada:

Fuente: Ticse (2021, p.73)

En cuanto a la génesis instrumental, esta se activa cuando el artefacto: formula de la
velocidad media, sufre una instrumentalizacién que guia a los estudiantes a observar y
explorar procedimientos (experimentacion) hacia la solucion de la tarea. De esta manera, se
espera que los estudiantes realicen operaciones en el registro algebraico, a partir de tal
artefacto. Asimismo, se activa el plano vertical [Sem-Ins].

v, = dfinal — dinicial _ 9,8—-5 4 8 —24m/s
! tfinal - tinicial 7—5 2
dfinal — dinicial _ 20—-98 10,2

trinal — tinicial 10—-7 3

v, = =34m/s

Ademas, se piensa que al interpretar la velocidad media como la pendiente de la recta
secante y/o la razon de dos magnitudes variacionales, se estaria privilegiando el paradigma
del Analisis Geométrico/Aritmético (AG). Asimismo, caso queden definidas explicitamente
las reglas del Célculo para hallar tal velocidad, en consecuencia, el paradigma Analisis
Calculatorio (AC) es privilegiado.

En segundo lugar, se presenta un recorte de la parte experimental correspondiente al
trabajo de Chacon (2021) que tiene como finalidad introducir la interpretacion geométrica de
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la derivada en estudiantes de ingenieria para que se apropien de la interpretacion geométrica
de la derivada con ayuda del software GeoGebra. La Figura 4 presenta la tarea propuesta.

Figura 4 — Tarea propuesta e imagen en GeoGebra

Siga las indicaciones y abra el archivo P2 de GeoGebra. Luego, responda las siguientes

c) Coloca los puntos en forma vertical ;Qué podrias afirmar sobre su pendiente?

preguntas:

a) Como se observa puede .
manipularse lo puntos P y Q .
sobre la recta, y su ecuacion )
varia. ;A que se debe eso? 1\

b) Trata de eliminar “y” de la : .
ecuacion, fijarse conmover Py = = o & = = 3 o @ X\ ¢ § @ @ % @
Q ;Te basta con mover uno? Si *
necesitas  precision  puede n
utilizar el teclado e ingresar su *
informacion. )

Fuente: Chacén (2021, p. 56)

Chacon (2021) afirma que se espera del item a) que el estudiante active su referencial
tedrico sobre las representaciones de la recta y la relacion con la pendiente. Lo que podria
permitirle para observar los cambios en la ecuacion. Entonces, desde el ETM esta tarea
permitiria activar la génesis semiotica, tomando como representamen la pendiente de la recta,
que le permitira visualizar la recta en su representacion grafica con la finalidad de que sea
transformada a su representacion algebraica.

Ademas, la investigadora considera que la ecuacién de recta en su forma mas basica,
L:y = mx + b. Segun la informacion, la recta pasa por los puntos P(0,6) y Q(4,0) y para
determinar su ecuacion (de la recta L) es necesario determinar su pendiente e identificar el
punto de interseccién con el eje de las ordenadas. Se sabe que la pendiente m esta definida

por: m = % En el caso particular de L la ecuacion de su pendiente esm = —3/2 y b = 6,

27X1
por lo tanto, la representacién algebraica de la recta dada es: L:y = —%x + 6. Con ello,

segun la investigadora, es posible que el estudiante afirme:
= Si Py Q se “mueven” sobre la misma recta L no cambia en la ecuacién la
pendiente ni el punto de interseccion “b”.

= SiPyQ se“mueven” fuera de la recta dada y forman nuevas rectas, la inclinacién

de las rectas varian entonces las pendientes varian.

Desde el ETM, esto evidencia que se podria activar la génesis instrumental al
manipular, en GeoGebra, la representacion de la recta. Ademas, se puede afirmar que la
activacion de una génesis discursiva basada en el nuevo referencial y la prueba, al explorar la
representacion grafica del artefacto digital GeoGebra. Por ello, es posible mostrar la
activacion plana [Sem-Ins] y el plano [Ins-Discusivo]. Cabe sefialar que el trabajo matematico
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en juego se caracteriza en el paradigma del Anélisis Geométrico (AG) y del Andlisis
Calculatorio (AC).

Por otro lado, en dicha investigacion Chacon (2021) sefiala que el item b) tiene por
finalidad activar una génesis considerando al mouse; en el sentido del ETM, como artefacto
que permita la manipulacién de la representacion de la recta, desplazandola en diferentes
direcciones alrededor de un punto con lo que podra construir infinitas rectas diferentes, con
una ecuacion diferente. Estas acciones, segun la investigadora, podrian permitir activar la
génesis semidtica al visualizar las diferentes direcciones que puede tomar la recta. Ademas,
con la activacion del referencial tedrico, el plano epistemoldgico, una recta horizontal con una
sola variable (y) tendria la ecuacion L:y = k con m = 0. Por ello se espera que se pueda
afirmar que solo es necesario mover un punto, con lo cual se activaria la génesis discursiva al
tener que explicitar sus conjeturas. De tal manera que la investigadora afirma que se podria
evidenciar la activacion del [Sem-Ins] y el plano [Ins-Dis]. Este trabajo matematico se
caracteriza en el paradigma del Analisis Geométrico (AG).

En el Gltimo item de la tarea mencionada (Figura 4), la autora espera que el estudiante
active tanto la génesis instrumental como la génesis semidtica tomando de representamen la
pendiente de la recta, la cual se definira con ayuda de su referencial como L : x = k; este
trabajo matematico esta en el marco del paradigma del analisis Geométrico.

Cabe sefialar que en la pregunta anterior ya se observa a la pendiente, entonces para
afirmar que no estd definida realiza un proceso de prueba en base a su referencial tedrico
sobre la pendiente de una recta y se prueba de la siguiente manera: Se sabe que el valor de la

pendiente se puede determinar haciendo uso de la formula m = % en ese sentido se
2741

activara una génesis instrumental en el estudiante al utilizar la formula como artefacto para
realizar la prueba y con ello esta prueba permitira afirmar y fundamentar sobre la pendiente
haciendo uso del discurso matematico, lo que evidencia la activacién de la génesis discursiva.

Con relacion a la tercera tarea que se presenta en este articulo (ver Figura 5), es un
recorte de la parte experimental correspondiente al trabajo de Vivas (2021), que tiene por
finalidad representar graficamente una funcidon exponencial a partir de su representacion
algebraica. Esta tarea ase realizd con estudiantes (16 y 18 afios) de primer ciclo de carreras de
humanidades.

Figura 5 — Tarea propuesta sobre funcion exponencial

Pregunta 1

X
Esboce la representacion grafica de la funcién f{x) = G) + 1 con x € K. Indigue su rango, su

asintota e sus interceptos con los ejes coordenados.
Fuente: Vivas (2021, p. 41)

A partir de la identificacion de la regla de correspondencia de f, se espera que
reconozcan la representacion algebraica de una funcién exponencial de la forma f(x) = C -
a* + k. Es decir, que los estudiantes activen como referencial la regla de correspondencia de
f para impulsar la activacion de la génesis semidtica. Ademas, que reconozcan y grafiquen la
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recta horizontal que representa la asintota de la gréfica de f a partir de la identificacion del

X
valor del pardmetro que aparece dentro de su regla de correspondencia (f (x) = (%) +1).

De acuerdo con Vivas (2021), se espera que los estudiantes activen la génesis
semidtica y realicen un proceso de visualizacion, cuando reconozcan la ecuacién de la recta
horizontal que representa su asintota (L:y = 1) y que a partir de la identificacién del

X
pardmetro que aparece dentro de su regla de correspondencia (f (x) = G) + 1), reconozcan

que f es estrictamente decreciente. En términos de ETM, se espera que activen la génesis
semidtica cuando tomen como representamen el valor de la base y realicen un proceso de
visualizacion al reconocer la monotonia de f. En seguida, se espera que los estudiantes
elaboren una tabla que contenga algunos valores para f. Esto evidenciara la activacion de la
génesis instrumental al tomar como artefacto simbdlico la regla de correspondencia de f, por
consiguiente, la activacion del plano vertical [Sem-Ins].

También, a partir de la representacion tabular de f, es posible que representen
gréficamente los puntos obtenidos, lo que activaria la génesis instrumental. Igualmente,
podrian graficar una curva que contenga todos los puntos de paso (ver Figura 6).

Figura 6 — Representacion gréafica - funcidn exponencial

Fuente: Vivas (2020 p. 47)

En términos del ETM, se espera que activen la génesis discursiva debido a que el
referencial es el dominio de f (Dom(f) = R). También se piensa que los estudiantes
activaran la génesis semiotica cuando tomen como referencial la regla de correspondencia de
f 0 su representacion grafica para determinar que la ecuacion de su asintotaes y = 1.

Ademads, a partir de su representacion grafica, se piensa que los estudiantes
determinaran el intervalo ]1; +oo[ que representa el rango de f. En términos del ETM, se
espera que se activa la génesis semiotica al tomar como representamen a la representacion
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grafica de f su asintota para realizar un proceso de visualizacion que les permitan reconocer
los valores que toman las imagenes de x y, en consecuencia, el rango de f.

Con relacién a los interceptos, Vivas (2021), espera que los estudiantes determinen
que f no tiene intercepto con el eje de abscisas a partir de su representacion grafica y su
asintota. Es decir, que realicen la activacion de la génesis discursiva al tomar como referencial
la ecuacion de la asintota y =1 y el rango ]1; +oo[ para realizar un proceso de prueba
permitiéndoles que realicen la justificacion.

Asi mismo, para hallar el intercepto de f con el eje de ordenadas, los estudiantes
podrian determinarlo al evaluar f en x = 0, en caso no lo hayan realizado para obtener su
representacion tabular. Es decir, se espera la activacion del plano vertical [Ins-Dis] debido a
que, por una parte, tomarian como artefacto la representacion algebraica de f para realizar un
proceso de construccion al evaluarla en x =0 y al mismo tiempo esta representacion
algebraica seria tomada como referencial para realizar una prueba que permita obtener el
intercepto con el eje de ordenadas (cuando x = 0).

En esta tarea en especifico, que se realiz6 en un ambiente de lapiz y papel, se analiza
la produccion de un estudiante al que llamaremos Guido, quien desarrolla la tarea de forma
individual en un tiempo aproximado de 40 minutos.

Para el andlisis del trabajo matematico de Guido se utiliza el analisis descendente del

método del ETM,

El andlisis descendente consiste en dividir la actividad de una persona durante la
realizacion de una tarea en una serie de acciones matematicas. Estas acciones se
analizan en detalle utilizando herramientas de la teoria de los ETM y se describen
utilizando los diferentes componentes del diagrama de los ETM. Estas acciones y su
interpretacion en la teoria de ETM se resumen en una tabla de doble entrada que
permite seguir paso a paso en el tiempo la realizacion de la tarea y la circulacion del
trabajo matematico a través de los diferentes planes del ETM. (KUZNIAK;

NECHACHE, 2018, p.08).

Los autores sefialan que la accidn matematica es objetivada y tomada del discurso
escrito (produccidn escrita) u oral (entrevista, etc.) y que un episodio esta constituido por una
serie de acciones matematicas que el estudiante realiza para llevar a cabo una tarea.

En el andlisis del trabajo matematico del estudiante, se identificaron ocho acciones
agrupadas en cinco episodios (ver tabla 1).

Tabla 1 — Episodios y acciones matematicas

Episodio Detalle del episodio Nro. acciones
1 Representacion tabular de f 1
2 Representacion gréafica de f 3
3 Justificacion de la asintota de f 1
4 Justificacion del rango de f 1
5 Justificacion de los interceptos de f 2

Fuente: Adaptado de Vivas (2021, p. 51)

Cada episodio es representado en una tabla que contiene dos columnas. La primera
columna muestra las acciones matematicas y la segunda, corresponde a la interpretacion de
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cada una de estas acciones en términos del ETM. Para este articulo, se presenta el anlisis del
episodio 2, llamado “representacion grafica de f, como muestra la figura 7.

Figura 7 — Episodio 2 con acciones de la2 ala4

Acciones matematicas Interpretacion

Accion 2. Representa graficamente la asintota de f. | EI pardmetro con valor 1 de la regla de
P correspondencia de f es usada como representamen
45 y se realiza un proceso de visualizacion al

representar graficamente la asintota de f. Se

- (O 2\ : 3 . .z ¥ . “re
kSt evidencia la activacion de la génesis semidtica.
m\‘xﬁﬁ_&
== ——t—t——b
) =i r 4 3 ¢ S &

Accién 3. Representa graficamente los puntos de | Cada par ordenado de la forma (x; f (x)) obtenida de

paso de f. la representacion tabular de f es utilizada como
W r representamen 'y se realiza un proceso de
b P B . . .7 . .
®\ 1a visualizacién al identificarlo como un punto de paso
L 1 (0,2) la representacion grafica de f. Se confirma la
b o T — activacion de la génesis semidtica.
et ——t—t—t——

Accion 4. Realiza el esbozo de una curva que | Las caracteristicas de f (dominio, comportamiento

constituye la representacion gréfica de f. asintotico y puntos de paso) son empleadas como
= s referencial y se realiza una prueba de tipo
\\ ": pragmatica que consiste en encontrar una curva que
T - cumpla con estas condiciones y en consecuencia sea
;,\: . la representacién grafica de f. Se evidencia la
P T 1 activacion de la génesis discursiva.

Fuente: Adaptado de Vivas (2021, p. 63-64)

En la identificacion de las acciones matematicas, Vivas (2021), afirma que el
estudiante no determind explicitamente la monotonia de la funcion f. Sin embargo, la
representacion grafica que realiz6 es adecuada porque hizo uso de la regla de correspondencia
de f para identificar su comportamiento asintdtico y por otro lado le permitié elaborar la
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construccion de algunos puntos de paso, tomando en consideracién su dominio, para esbozar
una curva que cumpla con ambas condiciones.

Asimismo, sefiala que se puede afirmar que la produccién realizada por Guido, que se
expresa en las acciones matematicas identificadas, describe un trabajo matemaético que se
posiciona en el paradigma Analisis Aritmético-Geométrico (AG) porque realiza
interpretaciones y suposiciones implicitas obtenidas a partir de la regla de correspondencia de

f.

REFLEXIONES FINALES

A partir de la interpretacion de las acciones matematicas que podrian realizar los
estudiantes en las tres tareas presentadas, se reconoce la activacion de las génesis semiotica,
instrumental y discursiva. Cabe destacar que tanto la génesis semiotica y discursiva se activan
con mayor frecuencia. Asimismo, a partir de la activacion de las génesis se identifica la
activacion del plano vertical Semiotico-Discursivo, asi como también el plano Instrumental-
Discursivo. Con relacion al trabajo matematico en el dominio del andlisis, en las tareas
presentadas se privilegian los paradigmas Analisis Aritmético-Geométrico (AG) y Analisis
Calculatorio (AC).

Los andlisis de las producciones matematicas de los estudiantes que son analizadas
bajo la lupa del ETM confirman la pertinencia de este marco como herramienta tedrica para
caracterizar dicha produccion cuando se resuelven tareas. Pues su desarrollo facilita una
organizacion que considera simultdneamente tanto aspectos epistemolégicos como aspectos
cognitivos del trabajo matematico.

Por otro lado, es importante destacar el rol de la tecnologia digital, especificamente de
los artefactos (deslizador, vista grafica del GeoGebra, entre otros). Sin embargo, la
manipulacion de tales artefactos debe ser observada y controlada para evitar perder el objetivo
de la tarea. Sobre esto Gltimo, la implementacién y capacitacion de una tecnologia digital por
parte de estudiantes y profesores es fundamental y de interés en la comunidad de la didactica
matematica.

Finalmente, se sefiala la posicion y relevancia que el ETM ha ganado en la comunidad
cientifica de la Didactica de la Matematica. Esto se evidencia en los trabajos de investigacion
que se estan desarrollando en América latina y Europa al mostrar la posibilidad de considerar
al ETM como una excelente herramienta tedrica para analizar las producciones de las
acciones matematicas de estudiantes de diferentes niveles educativos en distintos dominios
matematicos.
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