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Resumo

Este artigo apresenta algumas contribuicdes do software GeoGebra para a
criacdo de ambientes de exploragdo, de modo a corporificar a convergéncia de
sequéncias numeéricas. Discute atividades desenvolvidas em uma turma de
Calculo como parte de uma pesquisa de Mestrado que teve como principais
referenciais tedricos o Pensamento Matematico Avancado e os Trés Mundos da
Matematica. Os resultados indicam que o uso do GeoGebra contribuiu para a
corporificacdo da convergéncia, na medida em que tornou possivel a construcéo
e a manipulacdo das sequéncias de forma dindmica, e também para o
estabelecimento de relacfes entre suas diferentes representacdes, por meio da
conexdo entre as janelas de visualizacdo algébrica, grafica e numérica.

Palavras-chave: Educacdo Matemética, GeoGebra, Trés Mundos da
Matematica, Convergéncia de Sequéncias.

Abstract

This paper presents some contributions of GeoGebra software for creating
operating environments in order to embody the convergence of numerical
sequences. It discusses activities in a course of Calculus as part of a Masters’
research which had as main theoretical framework the Advanced Mathematical
Thinking and the Three Worlds of Mathematics. The results indicate that the
use of GeoGebra contributed to the embodiment of convergence, since it made
possible the construction and manipulation of sequences in a dynamical way
and also the establishment of relationships between its various representations,
by connecting algebraic, graphical and numerical view windows.

Keywords: Mathematics Education, GeoGebra, Three Worlds of Mathematics,
Convergence of Sequences.
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Introducéo

A convergéncia de sequéncias e séries faz parte dos temas tratados nos
cursos de Calculo Diferencial e Integral. De fundamental importancia para
compreensdo de conceitos centrais do Célculo, as ideias relacionadas a
convergéncia nem sempre sdo bem compreendidas pelos estudantes.
Subjacentes a elas estdo a passagem de operacBes finitas para operacGes
infinitas e o conceito de limite que, muitas vezes, sdo abordados com énfase nas
operacBes e na estrutura formal, o que causa dificuldades de compreenséo por
parte dos estudantes (BAGNI, 2005).

Essas dificuldades, relacionadas ao tratamento simbolico e formal
utilizado nos cursos de Calculo, nos quais muitos dos conceitos sdo
apresentados por meio de defini¢des, com énfase nas deducbes e demonstraces
de resultados, podem, em parte, ser atribuidas as diferencas entre o pensamento
matematico exigido para esse tipo de abordagem e aquele vivenciado pelo
estudante nos ensinos fundamental e médio.

Segundo Tall (1991), muitas vezes nas disciplinas de Matematica na
graduacdo, a teoria € apresentada em sua versdo final, omitindo-se o processo
do pensamento matematico e o da criacdo da teoria, dos quais o aluno nao
participa. Entendemos que isso pode dificultar o desenvolvimento dessa nova
forma de pensar exigida para a Matematica avancada dos cursos de graduagao.

O inicio do processo de construcdo do pensamento matematico relativo
a um determinado conceito pode estar nas primeiras percepcdes e acdes sobre
objetos matemaéticos, no chamado mundo corporificado (Tall, 2002). O quadro
tedrico no qual essa ideia se apoia intitula-se Trés Mundos da Matemaética.
Entendemos que o0 uso de softwares matematicos, especialmente o GeoGebra?,
possibilita a criacdo de ambientes nos quais a convergéncia de sequéncias pode
ser explorada, tendo como base a corporificacdo dos conceitos, visando, porém,
a transicdo entre os Trés Mundos da Matematica e, assim, desenvolvendo as
bases para a compreensdo de conceitos que demandam processos de
pensamento matematico avancado.

Neste trabalho apresentamos um recorte de uma pesquisa de Mestrado
desenvolvida pela primeira autora deste artigo, sob orientacdo da segunda, com
0 objetivo geral de verificar se o desenvolvimento de atividades baseadas na
corporificacdo dos conceitos, em busca da transicdo entre os mundos
corporificado e simbdlico, com a utilizacdo de software de geometria dindmica,
favorece a compreensdo da convergéncia de sequéncias e séries. Para tanto,
desenvolvemos um conjunto de atividades nas quais o GeoGebra foi utilizado
para manipulacéo e visualizagdo dos termos de sequéncias numéricas, buscando

! Disponivel para download na versdo 4.2 em
http://www.geogebra.org/cms/en/installers. Para a utilizacdo do software é necessario
que esteja instalado o plugin Java, disponivel em http://www.java.com.
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as percepcBes no mundo corporificado e, por meio da experimentacdo e da
reflexdo, estimular a passagem para o mundo simbolico. A pesquisa foi
desenvolvida em uma classe de alunos de um curso de engenharia de um
Instituto Federal em que a primeira autora atuava como docente, utilizando
metodologia de pesquisa qualitativa. Os instrumentos de coleta de dados
utilizados foram: registros feitos pelos alunos nas folhas de atividades e
avaliacGes, gravacBes de audio dos didlogos entre os alunos durante a
realizacdo das atividades, gravacfes das telas dos computadores utilizando o
software TipCam? e notas de campo da pesquisadora. Os dados foram
analisados segundo dois eixos derivados dos quadros tedricos que embasaram
esta pesquisa: a corporificagdo do conceito de convergéncia e a relacdo com a
proceitualizacdo e a axiomatizagdo; e a transicdo do pensamento matematico
elementar para o0 avangado.

Trazemos para este artigo uma reflexdo a respeito das contribui¢bes do
GeoGebra para essa abordagem corporificada da convergéncia de sequéncias
numéricas e para 0 estabelecimento de bases para tratamentos formais
posteriores. Na proxima secdo, apresentaremos os fundamentos do quadro
tedrico que utilizamos como referéncia para concepgdo das atividades e para a
anélise dos resultados obtidos.

Os Trés Mundos da Matematica e o Célculo

Desenvolvido por David Tall desde 2002, o quadro tedrico denominado
Trés Mundos da Matematica apresenta uma concepcdo sobre o
desenvolvimento cognitivo do pensamento matematico. Segundo Tall (2002,
2007) hé trés tipos muito diferentes de desenvolvimento cognitivo que habitam
trés diferentes mundos de operagdes que interagem entre si e que possuem
maneiras diferenciadas de provar resultados. Os trés mundos sdo:
conceitual/corporificado, proceitual/simbélico e formal/axiomatico.

O mundo conceitual/corporificado ou somente mundo corporificado,
esta na base do pensamento matemético e fundamenta-se “na percepcdo e
reflexdo sobre propriedades de objetos, inicialmente vistos e percebidos no
mundo real, mas depois imaginados na mente”® (TALL, 2008, p.3). O termo
corporificado é utilizado pelo autor para se referir ao pensamento construido,
fundamentalmente, a partir das percepcfes sensoriais, acbes e experiéncias de
pensamento, no sentido de “dar um corpo” a uma ideia abstrata. A prova no
mundo corporificado inicia-se com coisas verdadeiras, que podem ser

2 O software TipCam faz videos com audio de qualquer atividade realizada na tela do
computador, tendo duracdo maxima de vinte minutos. Esse software esta disponivel para
download em http://tipcam.softonic.com.br/.

3 Tradugdo nossa para: “perception of and reflection on properties of objects, initially
seen and sensed in the real world but then imagined in the mind”.
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visualizadas e percebidas, e é feita, em geral, por meio de experimentos nos
quais é possivel ver a verdade acontecer (TALL, 2004, 2008).

O mundo proceitual*/simbdlico ou simplesmente mundo simbdélico é o
mundo dos simbolos que utilizamos para efetuar os célculos e manipulagdes na
Algebra, Aritmética, Geometria, Calculo, entre outros. Inicia-se com agdes que
sdo encapsuladas em conceitos matematicos, tornando possivel pensar sobre o
que fazemos e ndo apenas sobre o que percebemos (TALL e MEJIA-RAMOS,
2004). A verdade no mundo simbdlico fica estabelecida por meio do célculo
com numeros, da manipulacdo de simbolos algébricos e da utilizagdo desses
simbolos para generalizar as ideias (TALL, 2002, 2004).

O mundo formal/axiomatico, conhecido também como mundo formal, é
caracterizado pelo uso de defini¢cBes formais para os conceitos, a partir das
quais as deducdes sdo feitas. Pressupde a construcdo de um sistema axiomatico
como, por exemplo, a analise e a teoria de grupos (TALL, 2002). Este mundo
surge de uma combinacdo de concepcbes corporificadas e manipulacdo
simbolica (TALL, 2007). A verdade no mundo formal fica estabelecida por
meio de prova formal a partir de axiomas e defini¢des.

As provas nos mundos corporificado e simbdlico sdo, em geral, bem
compreendidas pelos alunos, pois explicam e mostram o porqué de um
determinado resultado ser verdadeiro. Por outro lado, a prova ho mundo formal,
embora rigorosamente construida se mostra, muitas vezes, confusa para 0s
alunos (TALL, 2007).

Como dito anteriormente, os Trés Mundos da Matematica relacionam-se
e apresentam interse¢cdes. Os critérios de verdade em cada um dos mundos
interagem em uma sequéncia de desenvolvimento cognitivo, como apresentado
por Tall (2007, p. 10) na figura 1.

Vé-se, pela esquematizacédo da figura 1 que, no mundo corporificado, hé
uma sofisticacdo na utilizagdo de linguagens para definir e deduzir as
propriedades de objetos, o que pode levar a uma nova teoria dedutiva. A
utilizacdo de simbolos cada vez mais sofisticados sobre simbolos manipuléveis
na compreensdo das acBes esta presente no mundo simbolico. Existe uma
interacdo entre os mundos corporificado e simbdlico, uma vez que a
corporificacdo é utilizada para dar sentindo ao simbolismo e o simbolismo, para
estruturar o que foi corporificado.

A palavra “proceito” foi desenvolvida por Tall e Gray para representar a dualidade
entre 0 processo (a¢do) e o conceito que constituem os simbolos na Matematica. Para
mais informagdes sobre esse assunto, veja Gray e Tall (1994).
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Com a utilizagdo de linguagens e simbolos cada vez mais sofisticados, é
possivel desenvolver niveis mais avangados de corporificagéo e de simbolismo,
0 que resulta no surgimento de defini¢fes e deducbes que interferem na fase de
transicdo dos argumentos baseados na experiéncia para 0s que comp8em um

sistema axiomatico, presente na prova formal.

Com relagédo ao Calculo, Tall (2002) caracteriza os trés mundos:

O mundo corporificado € um mundo de significado sensorial. Seu

fundamento da verdade é que as coisas se comportam previsivelmente,
de uma maneira esperada.
O mundo proceitual é o mundo familiar tradicional do Céalculo em que
os calculos podem ser feitos (ambos aritméticos e algébricos). Um
gréfico tem uma inclinagdo (derivada) ou uma érea (integral), pois vocé
pode calcular isso.
O mundo axiomatico é um mundo em que axiomas explicitos séo
assumidos para dar suporte e definicdes sdo dadas formalmente, em
termos de quantificado conjunto de declaragdes tedricas. A fungdo tem
derivada ou integral, porque vocé pode provar isso. (TALL, 2002, p.

10)

5 Tradugio nossa para: “The embodied world is a world of sensory meaning. Its warrant
for truth is that things behave predictably in an expected way. The proceptual world is
the familiar traditional world of calculus where calculations can be made (both
arithmetic and algebraic). A graph has a slope (derivative) or an area (integral) because

you can calculate it. The axiomatic world is a world where explicit axioms are assumed
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Segundo Tall (1991, 2002), os cursos de Céalculo devem combinar os
mundos corporificado e simbdlico, ndo precisando ter como objetivo o
tratamento formal, caracteristico da Gltima fase do desenvolvimento cognitivo,
devendo esse tratamento ser feito na Analise. Concordamos com o autor e
defendemos que nos cursos de Calculo devemos transitar entre os mundos da
Matematica por meio de atividades que permitam tanto a simbolizacdo de
conceitos corporificados, como a corporificacdo de simbolismos. Consideramos
também que os ambientes devem propiciar trabalhos que, partindo do mundo
corporificado, possam lancar bases para tratamentos formais posteriores
atingindo o que no quadro da figura 1 aparece como interse¢cdo dos Trés
Mundos da Matematica e que foi chamado por Fonseca (2012) de base do
mundo formal.

Entendemos que softwares de Matematica Dindamica® podem ser usados
para a construgdo de ambientes informatizados nos quais objetos matematicos
podem ser explorados pelos estudantes de maneira diferente das imagens
estaticas usualmente trabalhadas no Calculo (TALL, 2002), o que facilita a
transicdo entre os Trés Mundos da Matematica. Concordamos com Tall (2002)
quando ele afirma que o uso adequado de um software nos permite organizar
varias atividades que podem levar o aluno a realizar experiéncias de
pensamento, favorecendo a corporificacdo de conceitos de Cdlculo. Fonseca
(2012) interpreta que, por meio de atividades que permitem a visualizagdo € a
manipulacdo da Matemaética, é possivel, ndo apenas a corporificagdo, como
também a proceitualizacdo a partir da reflexdo sobre a acéo realizada e do uso
da simbologia adequada.

Atividades desenvolvidas nesse tipo de ambiente informatizado estdo de
acordo com o que Kawasaki (2008, p. 49) descreve para as propostas
educacionais de construgdo da Matematica por meio do uso do computador:
“ndo assumem a ideia tradicional de uma matematica ‘pronta’ ou ‘acabada’ a
ser ensinada, mas admitem também a possibilidade de se ‘fazer’ matematica em
uma atividade de aprendizagem”.

Dessa forma, é possivel iniciar o processo de constru¢do do pensamento
matematico avangado exigido para a criacdo de teorias matematicas e
compreensdo de conceitos da matematica superior tais como, por exemplo, o
conceito de convergéncia de sequéncias numéricas.

to hold and definitions are given formally in terms of quantified set-theoretic statements.
A function has derivative or integral because you can prove it.”

6 A expressdo “Matematica Dindmica” esté ligada a “geometria dinimica”, que, segundo
Zulatto (2003), relaciona-se com o0s softwares que permitem “que construgdes
geométricas sejam arrastadas pela tela mantendo-se os vinculos estabelecidos durante a
construgdo” (p. 1). Além das representagdes geométricas, os softwares de matematica
dindmica também permitem representagdes e manipulagdes algébricas.
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Nas proximas se¢Bes discorreremos sobre possibilidades de criagdo de

ambientes, com caracteristicas como as descritas acima e com uso do
GeoGebra, para abordagem da convergéncia de sequéncias.

As potencialidades do software GeoGebra para uma abordagem
corporificada da convergéncia de sequéncias

Apresentamos nesta secdo possibilidades de utilizacdo do GeoGebra
para a criagdo de ambientes informatizados que permitem a exploracdo do
conceito de convergéncia de sequéncias numéricas, numa abordagem
corporificada e com vistas a transicdo entre os Trés Mundos da Matemética.
Essas possibilidades serdo discutidas tendo como referéncia um conjunto de
atividades desenvolvidas em uma turma de Calculo, no ano de 2011, no
contexto da pesquisa de Mestrado anteriormente mencionada.

As atividades foram aplicadas em aulas praticas em laboratoério, com uso
do GeoGebra, e em aulas tedricas. Nas aulas praticas, buscamos criar ambientes
em que os alunos pudessem explorar 0s conceitos, por meio da experimentacéo,
formulando e verificando conjecturas, visando a corporificacdo dos conceitos.
Nas aulas teoricas, essas atividades foram discutidas e os conceitos foram
formalizados.

O GeoGebra foi escolhido pelas seguintes razfes: é um software de
matematica dindmica, gratuito, multiplataforma e de facil utilizacdo. No caso
especifico das sequéncias, o programa permite construi-las, alterar o nimero de
termos e observar suas caracteristicas.

O software possibilita que um mesmo objeto possa ser representado
algébrica, grafica e numericamente. Essas representacdes sdo apresentadas nas
janelas de Algebra, de Visualizago e na Planilha (figura 2), que sdo conectadas
entre si, ou seja, ao efetuar uma modificacdo no objeto em uma das janelas é
possivel acompanhar as consequentes modificagdes nas demais.
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Figura 2. Tela incicial do GeoGebra

No campo de Entrada, é possivel inserir comandos com expressdes
algébricas ou pontos, gerando representaces correspondentes a essas entradas
na Janela de Algebra e na Janela de Visualizagéo.

Uma das ferramentas disponiveis € o Controle Deslizante, que
possibilita a criacdo de um intervalo de nimeros livres (ou angulos livres),
permitindo a definicdo do seu nome, do valor minimo, do valor maximo e do
tamanho do intervalo entre dois de seus nimeros consecutivos. Se alguma
equacao, expressao ou grafico estiver relacionado a esse comando, variando o
Controle Deslizante o objeto que estiver a ele atrelado também variara. Outro
recurso a disposicao € o Rastro, que possibilita o registro de cada modificacéo
de um objeto na Janela de Visualizacéo.

Na elaboracdo das atividades, percebemos que esses dois recursos
tinham grande potencial para a exploracdo das sequéncias numéricas.
Entendendo-as, primeiramente, como fun¢des discretas, com dominio nos
naturais, associamos ao Controle Deslizante a posicdo n dos termos da
sequéncia de termo geral a,, fazendo a variavel n assumir valor inicial um e
variar em intervalos de uma unidade. Representamos os termos da sequéncia
por pontos do tipo (n, an), sendo a ordenada a, o valor do termo de posi¢do n. O
Controle Deslizante permite a construcdo da sequéncia com qualquer nimero
de termos e 0 Rastro permite a visualizacdo dos termos. Também é possivel
representar as coordenadas dos pontos da sequéncia na Planilha, por meio da
opcdo Gravar para a Planilha de Célculos, proporcionando uma visualizacao
numeérica dos termos da sequéncia. O grande potencial desses recursos é a
possibilidade de construir a sequéncia termo a termo, conjecturar a respeito do
comportamento de seus termos, de acordo com as variag@es de n, e visualizar
esse comportamento nas diferentes representacdes.

REMATEC, Natal (RN), Ano 8/ n.14/ Set-Dez, 2013



16

Outra possibilidade identificada foi a de representar os termos da

sequéncia numérica como pontos sobre um eixo. Optamos por representé-los

sobre o eixo das ordenadas. Para tanto, atribuimos o valor zero para a abscissa e

deixamos o valor da ordenada associado ao Controle Deslizante, formando,
assim, uma sequéncia de pontos do tipo (0, an).

Na figura 3, exemplificamos os trés tipos de representacdo da sequéncia

a, __ 6% coma utilizagdo do GeoGebra. O ponto P, com coordenadas (n,a,)

n+1
€ (ue aparece no primeiro quadrante do sistema de eixos cartesianos, representa
a sequéncia por meio de uma funcdo discreta, com dominio nos naturais. O

ponto Q, com coordenadas (0,a,), representa a sequéncia por meio de um
conjunto de pontos sobre o eixo das ordenadas. E, na Planilha, temos a

representacdo numérica dos pontos da sequéncia. As trés representacdes sao
visiveis em uma Unica tela.
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Figura 3. Representagdes de uma sequéncia no GeoGebra

Aumentando o valor maximo do Controle Deslizante, novos termos
serdo construidos de forma dindmica, simultaneamente, em cada uma das trés
representaces, 0 que permite o estabelecimento de relacfes entre a
representacdo numérica, na Planilha, e as duas representacdes graficas, na
Janela de Visualizacao.

No trabalho desenvolvido nas aulas praticas, por meio das indaga¢des
dos roteiros das atividades, estimulamos que essas relagBes fossem
estabelecidas. Dreyfus (1991, p. 39) ressalta a importancia de se estabelecer
relagdes entre diferentes representagdes matematicas, quer sejam simbdlicas ou
mentais. Para esse autor, determinar fortes relagbes entre diferentes
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representacdes permite ao aluno transitar entre elas, fortalecendo elementos que
possibilitardo a abstracdo do conceito e, dessa forma, favorecerdo o
desenvolvimento do pensamento matematico avangado.

Descreveremos a seguir os diferentes momentos nos quais essas
representacdes foram trabalhadas. Inicialmente, abordamos a sequéncia como
uma funcéo discreta, com a construcdo do ponto P, sua representacdo grafica e
também a representagdo numérica, por meio dos valores das coordenadas do
ponto P na Planilha. Para que os alunos interagissem com o software e,
consequentemente, com a sequéncia, foi solicitado a eles que aumentassem o
nimero de termos da sequéncia, por meio do aumento do valor maximo do
Controle Deslizante, e que tentassem descobrir algo sobre o comportamento da
sequéncia. Por meio dos exemplos escolhidos, demos aos alunos a
oportunidade de explorar sequéncias convergentes e divergentes, embora esses
conceitos ndo tivessem sido trabalhados de modo tedrico até aquele momento.
Nossa expectativa era de que os alunos pudessem perceber que, em algumas
delas, os termos se aproximam de um valor fixo e em outras, ndo. A
corporificacdo da convergéncia, nesse caso, relaciona-se a percepcdo de que,
nas sequéncias convergentes, os termos se aproximam de um valor fixo. Essa
percepcdo lanca bases para a proceitualizacdo e formalizagdo futura, por meio
do célculo e da defini¢do formal de limite.

Encerrada essa etapa, pedimos aos alunos a representacdo dos pontos
das sequéncias sobre o eixo das ordenadas, de forma que construissem pontos
do tipo Q (0, an). Essa escolha se deu por entendermos que facilitaria o
estabelecimento da relagdo entre as duas representacdes, a saber: pontos do
grafico de uma funcdo discreta e pontos sobre uma reta. Aumentando o nimero
de termos e observando as modificacfes nas duas representacdes graficas,
simultaneamente, é possivel perceber o mesmo deslocamento vertical dos
pontos e que aqueles representados no eixo das ordenadas sdo as imagens, ou
projecBes, dos pontos da fungdo discreta sobre o eixo das ordenadas. No caso
de os pontos serem construidos sobre o eixo das abscissas, como geralmente as
sequéncias sdo apresentados nos livros de Célculo, essa relagdo natural pode
ficar comprometida. Para a sequéncia anterior, a, = 61, construindo os
n+
termos com o recurso do Controle Deslizante e representando-os sobre o eixo
das abscissas, é possivel ver que os pontos do gréfico da fungdo discreta se
movem para a direita, enquanto os pontos sobre 0 eixo se movem para a
esquerda, ja que a sequéncia converge para zero (figura 4). Esse é um exemplo
em que a relacdo entre as representacfes pode néo ser percebida pelos alunos.
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Figura 4. Outras representa¢@es de uma sequéncia no GeoGebra

A representacdo dos termos da sequéncia sobre um eixo, assim como a
representacdo como pontos no grafico de uma funcdo discreta e ainda os
valores numéricos na Planilha, permitem a visualizacdo de que os termos de
uma sequéncia convergente aproximam-se de um valor fixo, 0 que remete ao
conceito de limite. Além disso, possibilitam criar a imagem mental de que os
termos de sequéncias convergentes tornam-se cada vez mais préximos uns dos
outros a partir de certo valor de n, condi¢do necessaria para a convergéncia.

Tendo discorrido sobre as potencialidades do GeoGebra para
abordagens corporificadas do conceito de convergéncia de sequéncias,
apresentaremos a seguir como esses recursos foram utilizados nas atividades
das aulas préaticas que desenvolvemos e como os Trés Mundos da Matematica
se mostraram nas manifestac6es dos alunos.

Identificando os Trés Mundos da Matematica nas atividades desenvolvidas

Vimos que os recursos do GeoGebra possibilitam a construgdo das
sequéncias de modo dinamico, bem como a visualizacdo e a exploracéo de suas
diferentes representacBes de forma interconectada. Entendemos que, com a
utilizacdo desses recursos nas atividades que desenvolvemos, foi possivel, ndo
apenas corporificar os conceitos, como também transitar entre alguns dos
mundos da Matematica.

Ressaltamos que ndo existe um Gnico caminho para transitar entre 0s
mundos e esclarecemos que as atividades aplicadas foram formuladas para que
o0s alunos pudessem iniciar o desenvolvimento do pensamento matematico no
mundo corporificado, seguindo para a interse¢cdo dos mundos corporificado e
simbdlico e expandindo-se neste, a fim de alcancar a base do mundo formal.
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Nos roteiros que foram utilizados pelos alunos para desenvolverem as
atividades, em diferentes momentos perguntamos sobre o comportamento dos
termos da sequéncia e os estimulamos para que usassem 0s recursos do
software na exploracdo e verificacdo da validade das conjecturas por eles
elaboradas. Ao utilizar 0 GeoGebra para construir e representar os termos da
sequéncia, e ao aumentar a quantidade de termos para discutir o
comportamento da sequéncia, o aluno esta no mundo corporificado, pois esta
agindo sobre o objeto para poder ver o resultado. Experiéncias de pensamento
foram provocadas ao perguntarmos, por exemplo, 0 que acontecia com 0s
valores numéricos dos termos da sequéncia quando aumentavamos o nimero de
termos.

Para elucidar o que afirmamos, trazemos o exemplo das acdes e
discussGes de uma dupla de alunos a respeito da sequéncia de termo geral
a, = 5. Os alunos construiram as trés representacdes da sequéncia (funcdo

n
discreta de dominio nos inteiros positivos, pontos sobre um eixo e numérica),
manipularam o Controle Deslizante para aumentar a quantidade de termos da
sequéncia e discutiram sobre o que cada um havia observado, com o intuito de
responder o que acontece com os valores de a, quando n se torna cada vez
maior.

Os alunos observaram que, com o aumento do valor de n, 0s pontos nas
duas representacdes graficas se aproximam do eixo das abscissas, € concluiram
que os valores dos termos da sequéncia tendem a zero. Observaram também
que existe uma relacdo entre as duas representacdes graficas, como podemos
perceber por um trecho da fala de um deles transcrita a seguir: “Todos esses
pontos aqui estdo sempre na mesma altura [...] Eles ja tem o mesmo valor, que
€ a imagem”. Perceberam também que os termos da sequéncia se tornam cada
vez mais proximos uns dos outros, a medida que se aumenta o nimero deles na
sequéncia.

Ao manipular o Controle Deslizante, os alunos agiram sobre os termos
da sequéncia para ver o seu comportamento e também realizaram experiéncias
de pensamento com as observacOes feitas e discussbes realizadas, o que
caracteriza o mundo corporificado.

Outras atividades foram propostas para estimular discussdes sobre
divergéncia de sequéncias, convergéncia para valores diferentes de zero e
convergéncia de sequéncias alternadas. Em todas as atividades, foi solicitado
aos alunos que registrassem as conclusfes a que chegaram. Consideramos que,
ao efetuar o registro, o aluno esta na intersec¢do entre os mundos corporificado
e simbolico, pois ele se utiliza da linguagem escrita ou simbdlica para explicar
aquilo que foi corporificado. Na figura 5, podemos ver a simbolizagdo do que
foi corporificado pela dupla em quest&o.
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Figura 5. Simbolizacéo do que foi corporificado sobre o comportamento da sequéncia de
termo geral _5
" n

Vé-se no registro das conclusGes dessa dupla que eles ainda ndo conseguiram
se expressar utilizando a linguagem totalmente simbolica, mas estdo em um
processo, uma vez que utilizaram a expressao “tende a zero”.

Nos registros de outras duplas foi possivel perceber alguns exemplos de
usos de simbolos matematicos. E o caso de uma dupla que, ao discutir o
comportamento da sequéncia de termo geral a, = _N | percebeu que, a medida

n+1

que a quantidade de termos aumenta, os valores da sequéncia aumentam e se
aproximam de um. Na figura 6, podemos perceber que os alunos estdo em um
nivel inicial dentro do mundo simbolico e que j& utilizam alguns simbolos
matematicos para expressar o que entenderam.

/
; ego 0 L
Sl ot paagoido 1, o

Al -

Figura 6. Nivel inicial dentro do mundo simbdlico

Como dito anteriormente, as atividades desenvolvidas em laboratério
com uso do GeoGebra foram elaboradas com o objetivo de criar ambientes para
exploragdo do conceito de convergéncia, visando a corporificagdo do conceito
de convergéncia de sequéncias numéricas. Foram, portanto, atividades
introdutdrias, desenvolvidas antes de qualquer definicdo ou formalizacdo do
conceito. Assim, ndo esperavamos que os termos ‘“‘convergente” ou
“divergente” fossem utilizados pelos alunos. Tendo como ponto de partida
essas atividades, a convergéncia foi definida nas aulas tedricas posteriores,
quando a notacdo de limite foi utilizada, referenciada pelas manifestacdes de
corporificacdo externadas pelos alunos.

Tall (2002) caracteriza 0 mundo proceitual (simbélico) no Calculo como
aquele em que os célculos aritméticos e algébricos podem ser feitos. No caso da

convergéncia de sequéncias, podemos dizer que o aluno esta no mundo
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simbdlico quando utiliza o calculo de limite para decidir sobre a convergéncia
da sequéncia.

Em respostas a questdes de uma atividade avaliativa, encontramos
muitas situacdes nas quais os alunos demonstraram estar no mundo simbdlico,
como podemos ver no exemplo a seguir:

/ X o0 L7 - A
Lo - S

A = T

/

Figura 7. Convergéncia de sequéncia no mundo simbdélico

Embora a linguagem simbdlica ndo esteja completamente correta,
percebemos o calculo do limite para provar a convergéncia, 0 que caracteriza o
mundo simbolico. Ndo ha como saber qual foi a contribuicdo das atividades
realizadas com o uso do GeoGebra para que esse resultado fosse alcancado. Ha
que se considerar que, em uma abordagem do Célculo dita tradicional, esse tipo
de resultado também pode ser alcancado. Porém, também é possivel que
imagens mentais de atividades com sequéncias, com as mesmas caracteristicas,
tenham contribuido para o processo de compreensdo desse conceito, como é o

A - 2
caso da sequéncia , _ (“D"n° trabalhada em sala de aula com o GeoGebra.
n
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Figura 8. Convergéncia de sequéncia no mundo simbélico
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Quanto ao mundo formal, ndo tivemos a expectativa de que os alunos o
atingissem, uma vez que concordamos com Tall (1991, 2002) quando ele diz
que os cursos de Calculo ndo precisam ter esse objetivo, devendo esse
tratamento ser feito na Analise. No entanto, planejamos as atividades de modo
a construir bases para o desenvolvimento cognitivo formal posterior. Na
intersecdo entre os Trés Mundos, identificada no esquema de Tall (2002)
reproduzido na figura 1, e denominada por Fonseca (2012) de base do mundo
formal, as definicbes e dedugdes de propriedades sdo feitas com base em
experiéncias corporificadas e simbolicas. Embora ndo tenha efetivamente
acontecido com nenhum dos participantes, interpretamos que uma propriedade
que poderia ter sido deduzida é a de que uma condicdo necessaria para a
convergéncia de sequéncias é que as distancias entre os termos diminuam a
medida que se aumente o nimero de termos. Somos levadas a crer que isso
seria possivel uma vez que, ja nas atividades iniciais, mesmo sem ainda terem
sido estimulados a observar as distancias, os alunos perceberam que, em alguns
tipos de sequéncias, 0s pontos se aproximavam uns dos outros com o0 aumento
do nimero de termos.

Contribuicbes do GeoGebra identificadas na pesquisa realizada

Os dados da pesquisa, principalmente os registros das resolugdes das
atividades, as gravagdes de audio e das telas dos computadores, permitem
concluir que os recursos do software GeoGebra utilizados nas atividades
tiveram influéncia decisiva no processo de corporificacdo do conceito de
convergéncia.

Primeiramente, pela possibilidade de construir e manipular as
sequéncias de modo dindmico, por meio do Controle Deslizante, e pela
possibilidade de preservar as imagens e os diferentes valores assumidos pelos
termos da sequéncia, por meio do recurso do Rastro. Em segundo lugar, pela
possibilidade de visualizacdo de diferentes representacfes da sequéncia, quer
seja pelos pontos do gréafico de uma funcéo de dominio discreto, pelos pontos
sobre uma reta ou ainda pela sequéncia de valores numéricos. Dessa forma, 0s
alunos puderam recorrer a uma ou a outra representacdo para explorar
determinada situacdo. Cada aluno pdde escolher aquela que, para ele, fazia
mais sentido ou trazia mais elementos para identificar caracteristicas, verificar
conjecturas ou argumentar com o colega.

Estabelecer conexfes entre diferentes representacbes de um mesmo
objeto matematico é fator importante para a formagdo de conceitos. Isso foi
facilitado pela possibilidade que o GeoGebra apresenta de visualizar as trés
representacdes em uma mesma janela e de trabalhar com elas de modo
integrado: com o uso do Controle Deslizante e com as defini¢des das diferentes
representacdes atreladas a ele, as mudancas decorrentes de modificacdes de
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valores por meio do Controle Deslizante aconteciam simultaneamente nas trés
representagoes.

Os recursos do GeoGebra possibilitaram a exploracdo do conceito de
convergéncia do ponto de vista dindmico, da sequéncia em constru¢do. Ao
manipular os termos da sequéncia e observar as representacGes, os alunos
formularam conjecturas sobre o comportamento das sequéncias. A forma
utilizada para verificar as conjecturas foi aumentar a quantidade de termos da
sequéncia, redefinindo o valor maximo do Controle Deslizante. Se a conclusdo
de um aluno ndo estava clara para o colega ou se havia ddvidas sobre as
conjecturas, iniciava-se uma discussdo entre os alunos, de forma que cada um
desenvolvia melhor sua argumentacdo para convencer o outro a respeito do que
havia concluido. Para tanto, utilizaram alguns recursos do GeoGebra, como
aumentar o ndmero de termos, arrastar imagens para melhor visualizacao,
aumentar a largura das planilhas e analisar um maior nimero de casas decimais.
Um aspecto importante a ser destacado foi a percep¢do de alguns alunos da
importancia de outras formas de verificacdo e prova, como o caso de uma aluna
que, ndo acreditando no que podia ver com o nimero de casas decimais
mostrado pelo GeoGebra em determinado contexto, recorreu a outros recursos
para provar sua conjectura. Além de aumentar a quantidade de casas decimais e
alargar a coluna da planilha, fez contas no papel, utilizou o Excel e analisou, do
ponto de vista algébrico, os valores que a expressdo do termo geral da
sequéncia poderia assumir.

As diferentes situacBes que pudemos observar evidenciam que as
experiéncias corporificadas com uso do GeoGebra possibilitaram a criacdo de
imagens mentais que fortaleceram aspectos centrais da convergéncia, como a
aproximacdo a um ponto fixo ou a diminuicdo das distancias entre pontos.
Somos levados a crer que as diferentes possibilidades de visualizagdo que o
software oferece contribuiram para isso. As manipula¢des por meio dos
recursos do software possibilitaram a elaboracéo e verificacdo de conjecturas e,
a0 mesmo tempo, estimularam discussfes a respeito da necessidade de outros
tipos de argumentos, para além daquilo que apenas pode ser visto.

O papel do GeoGebra foi decisivo para a corporificacdo e ponto de
partida para que o ambiente construido, a partir do desenvolvimento das
atividades com utilizagdo do software, propiciasse transi¢des entre os mundos,
especialmente entre o corporificado e simbdlico.

Considerac0es finais

Apresentamos na introducdo alguns dos pontos que tém sido apontados
na literatura como de dificuldades para a compreensao de conceitos do Calculo:
as diferencas entre o pensamento matematico exigido para compreensdo de
conceitos da Matematica nos cursos de graduagdo, que sdo apresentados na sua
forma final, por meio de defini¢Ges, com énfase nas dedugdes e demonstragdes
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de resultados, e as abordagens da Matematica vivenciadas pelo estudante no
ensino fundamental e médio. No caso especifico da convergéncia de
sequéncias, apontamos especialmente as dificuldades relativas a passagem de
operac0es finitas para infinitas relacionadas ao conceito de limite.

Apresentamos no artigo possibilidades de abordagens da convergéncia
por meio de atividades exploratorias com uso do software GeoGebra, visando a
corporificagdo do conceito. Entendemos que, iniciar o estudo por atividades
exploratdrias em busca da corporificacdo, sem que as definicdes e resultados
tenham sido apresentados previamente de forma teérica, pode ser uma forma de
abordagem que, de certa forma, resgata aspectos do processo de construcdo da
teoria matematica, pois parte de algo que pode ser observado, que se quer
compreender e sobre o qual se busca encontrar e provar resultados.

Os ambientes construidos com os recursos do GeoGebra possibilitaram:
i) a participacdo dos alunos no processo de constru¢cdo do pensamento
matematico ao agirem sobre os termos da sequéncia (com o Controle
Deslizante) e verem o comportamento por meio do Rastro deixado pelos
pontos, o que permitiu a formulacdo de conjecturas que foram discutidas entre
os proprios alunos e, posteriormente, em aulas teoricas; ii) a construcdo e
manipulacdo das sequéncias de maneira dindmica, com o estabelecimento de
conexdes entre diferentes representac@es, resultando em visualizacdo rapida,
confirmac&o ou refutacdo de conjecturas formuladas.

A possibilidade de aumentar o numero de termos, por meio das
definicBes dos pardmetros do controle deslizante, e dos outros recursos de
visualizacdo dos termos nas diferentes janelas do software (como as imagens
gréaficas, o aumento do nimero de casas decimais e o alargamento das colunas
nas planilhas) podem ter contribuido para diminuir as dificuldades na transicéo
de operac0es finitas para infinitas, relacionadas ao conceito de limite.

No sentido de resgatar o processo de construgdo da teoria, destacamos a
opcdo que fizemos de estabelecer conexdes entre os mundos corporificado e
simbdlico, partindo do corporificado. N&o se trata de apresentar definices,
resultados, ensinar a calcular e depois visualizar isso com o0 uso do software, o
que seria a corporificacdo do simbolismo. Buscamos, inicialmente, a
corporificacdo dos conceitos, cuidando para que as imagens mentais pudessem
ser formadas e que os principais resultados pudessem ser redescobertos, antes
de serem apresentados de modo teorico; dessa forma, simbolizando o que foi
corporificado.

Destacamos mais uma vez nosso entendimento de que essa abordagem
pode contribuir para o desenvolvimento do pensamento matemético avancado,
construindo sementes para a expansdo cognitiva posterior, 0 que entendemos
como desejavel para os cursos de Célculo.

Finalizamos apresentando um produto educacional intitulado “Estudo da
convergéncia de sequéncias e séries numéricas no Calculo: uma proposta
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utilizando o software GeoGebra”, que esta disponivel na pagina do Programa
de Pds-Graduacao em Educacéo Matematica da UFOP
(http://www.ppgedmat.ufop.br). Esse material foi construido com base na
pesquisa ja mencionada e tem o objetivo de apresentar, aos professores,
alternativas de trabalho com o tema convergéncia de sequéncias e séries em
aulas de Calculo. Nele é possivel encontrar: um recorte do quadro teorico dos
Trés Mundos da Matemaética, uma breve explicagdo da escolha e de algumas
ferramentas do software GeoGebra, e varias das atividades desenvolvidas
durante a pesquisa, entre as quais as de convergéncia de sequéncia
mencionadas neste artigo.
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