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Sobre Legendre e os Numeros Primos

Maria Aparecida Roseane Ramos'?

Introducgao

Adrien Marie Legendre (1752-1883) foi um matematico francés que publicou
em 1794 a obra “Eléments de Géométrie”, que ganhou um prémio especial do juri
do concurso de produgdo de livros elementares para o ensino francés no fim do
século XVIIl. A premiagdo do livro foi justificada, pois o conteudo de geometria
apresentado era mais didatico e mais algébrico do que o da obra “Os Elementos”
de Euclides, que até entdo era o livro utilizado, e tornou-se assim o protétipo do
livro de geometria nas escolas da Franga. Além disso, em 1786 Legendre escreveu
sobre integrais elipticas dando uma grande contribuicdo a Fisica e também

desenvolveu uma prova sobre a irracionalidade de 77 e de 7@ 2, Legendre também
escreveu “Essai sur la Théorie des Nombres” (1797-1798), que foi a primeira obra
sistematica sobre esta ciéncia e mais tarde aperfeicoada em “Théorie des
Nombres” (1830) na qual ele se propde a avangar o estudo da ciéncia de teoria dos
numeros com o preenchimento de algumas lacunas pela auséncia da arte da
numeracéo e da Algebra, lacunas deixadas em sua obra anterior e pelos cientistas
anteriores a exemplo de Euclides, Diofanto e Viéte.

Este presente trabalho faz parte da pesquisa de Doutorado em Educagcédo que
estou desenvolvendo na UFRN e tem por objetivo geral traduzir e realizar uma
analise histdrico-matematica tendo como material de analise o livro “Théorie des
Nombres” de Legendre (edigao francesa de 1830).

Existem formulas que fornecem todos os niimeros primos?

Esta € uma questdo que até hoje preocupa estudiosos da teoria dos
nimeros e se ndo podemos encontrar uma férmula algébrica que exprima
unicamente os numeros primos,13 é porque ndo podemos encontrar uma que
contenha absolutamente todos esses numeros que seja a expressdo de sua
formacgéo geral. Para Legendre, essa lei parecia muito dificil de se encontrar, e
praticamente ndo havia uma esperanca de que se conseguisse. Isso nao o impediu
de descobrir e demonstrar um grande numero de propriedades sobre os numeros
primos. Apresentaremos trés propriedades que se encontram no Volume | do livro
supracitado de Legendre, seguidas de alguns comentarios de minha autoria.
PROPRIEDADE XIX. “Todo numero primo, exceto 2 e 3, esta contemplado na
férmula 6x+1”. (Op. cit. pp. 12-13)

Com efeito, se dividimos um numero impar por 6, o resto s6 pode ser 1, 3
ou 5. Portanto, todo numero impar pode ser representado por uma das trés
férmulas 6x+1, 6x+3, 6x+5. A segunda férmula é divisivel por 3, e portanto esta
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excluida. A formula 6x+5 contém os mesmos numeros que 6x—1; portanto todo
numero primo exceto 2 e 3 esta contemplado na férmula 6x+1. A reciproca nédo é
verdadeira, ou seja, que todo numero escrito sob a férmula 6x+1 seja um numero
primo; pois para x = 4, 6, etc. a formula nos fornece numeros compostos.
Comentario: A equivaléncia entre as formulas 6x+5 e 6x-1 pode ser justificada
utilizando a teoria das classes de congruéncias mod 6, pois neste conjunto
—1=5mod6. Tal teoria na época se encontrava em 1801 em Disquisitiones
Arithmeticae, de Gauss; inclusive foi ele quem introduziu a notacdo = para
congruéncia. Legendre poderia ter escolhido justificar a equivaléncia utilizando
congruéncia, vez que nao lhe era desconhecida, pois a obra Teoria dos niumeros
foi publicada em 1830. Uma outra opgéo € a justificativa algébrica, pois 6x+5 = 6x
+5-1+1 =6 (x+1) —1.

PROPRIEDADE XXII. “Todos os numeros impares se representam pela formula
2x+1, a qual, segundo x é par ou impar, contera as duas formas 4x+1 e 4x -1 ou 4
x + 3", (Ibidem, pp. 14-15).

Assim, ha duas grandes divisbes de numeros primos: uma compreendendo os
numeros primos 4x +1, a saber, 1, 5, 13, 17, 29, 37, 41, 53, 61, 73, etc.,e uma outra
contemplando os nimeros primos 4x —1 ou 4x + 3, ou seja, 3, 7, 11, 19, 23, 31, 43,
47,59, efc.

A forma geral 4x+1 se subdivide em duas outras formas 8x+1 e 8x — 3 ou 8x + 514;
da mesma forma que 4x+3 se subdivide em duas outras 8x+3 e 8x+7 ou 8x — 1; de
maneira que relativamente aos multiplos de 8, os niumeros primos se distribuem
nestas quatro principais formas:

8x+1: 1,17,41,73, 89, 97, 113, 137, etc.
8x +3: 3,11,19,43, 59, 67, 83, 107, etc.
8x +5: 5,13, 29, 37, 53, 61, 101, 109, etc.
8x+7: 7,23,31,47,71, 103, 127, etc.

Comentario: Novamente, a equivaléncia entre 4x—1 ou 4x+3 pode ser justificada
usando — se que 4x+3 =4x+4—1=4 (x+1)— 1. Assim,8x+1=4(2x) +1e 8x+5
=8x+8-3=8 (x+1)-3.

PROPRIEDADE XXIll. (Ilbidem, pp. 15-16) Vimos que os numeros primos,
considerados em relagdo aos multiplos de 6, sdo da forma 6x+1 e 6x-1 ou 6x +5;
onde x pode ser par ou impar. Disso resultam, em relagdo aos multiplos de 12, as
quatro formulas 12x+ 1, 12x+5, 12x+7, 12x+1115, cada uma contendo uma
infinidade de numeros primos. Em geral, dado qualquer nimero a, todo numero
impar pode ser representado pela formula 4ax * b, na qual b é impar, positivo e
menor do que 2a; o que equivale a férmula 4ax+b, onde b é impar, positivo e
menor do que 4a. Se entre todos os valores possiveis para b, tirarmos aqueles que
tém um divisor comum com a, as demais formas do tipo 4ax+b contém todos os
numeros primos (com excegdo daqueles que dividem 4a) distribuidos,
relativamente aos mudltiplos de 4a, tendo tantos tipos ou formas quanto b tem de

" De forma andloga, 8 x + 5=8 (x +1) — 3 vez que 5 = — 3 mod 8.
'S Justificadas pelas congruéncias mod 6 e mod 12.
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valores diferentes. O numero dessas formas é evidentemente o mesmo daqueles
numeros menores do que 4a e primos a 4a. Portanto se 4a = 2’”0(”[3", etc., sendo «q,
B, etc., numeros primos, a quantidade destas formas sera dada pela férmula

2 a

Por exemplo, se temos a = 60, resulta que a = 16. Assim relativamente aos
multiplos de 60, todos os numeros primos (exceto 2, 3, 5, divisores de 60), se
distribuiriam em dezesseis formas, a saber:

60x +1;60x+ 7, 60x+ 11; 60x + 13; 60x + 17; 60x + 19; 60x + 23; 60x + 29;

60x + 31, 60x + 37, 60x + 41, 60x + 43; 60x + 47, 60x + 49, 60x + 53, 60x + 59.

a=4a(1-l)(1-l)(1- 1y etc.
s

Comentario: Na verdade trata-se de 4a = 60, pois se a fosse igual a 60 = 2°.3.5
teriamos 4a = 4.22.35=240eassima=2"35(1- 1)(1-1)(1- 1)=64. Porém,
2 3 5
sendo 4a =60 entdfo a=4.5(1- 1) (1- 1)1 - 1)=16 que é o resultado
2 3 5
esperado.

Consideragoes Finais

Encontramos na literatura algumas provas sobre a infinidade dos numeros
primos demonstradas por Euclides, Goldbach, Kuhn e até mesmo por Legendre.
Porém, formulas que explicitem sua lei de formagéo geral, até hoje € um enigma
para muitos estudiosos e amantes da teoria dos nimeros. Este trabalho procurou
exemplificar algumas férmulas encontradas no livro “Théorie des Nombres” de
Legendre, de 1830. Porém, trata-se também de um resgate deste grande
matematico como um dos precursores, juntamente com os gregos, do estudo da
teoria dos numeros primos, muito embora ele seja mais conhecido como gedmetra
do que como algebrista.
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