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RESUMEN

Se presenta una propuesta de criterios que permiten valorar y modificar problemas para lograr un incremento
progresivo en el nivel de algebrizacion de las actividades matematicas realizadas por los alumnos. Para la
construccidn de los mismos, se toman en cuenta los niveles de razonamiento algebraico, propuestos por el Enfoque
Ontosemi6tico. Luego, se valida la propuesta a partir del trabajo con un grupo de docentes en ejercicio y
presentamos el resultado de su aplicacion a una tarea perteneciente a un libro de texto, se analiza el problema
original y se modifica de acuerdo a los criterios. Concluimos que el uso de los criterios propuestos ayudd a
incorporar interrogantes que demandan el empleo de diversos lenguajes, evidenciando a través de la solucidn
esperada que, en ese proceso, las practicas matematicas demandaran cada vez un mayor grado de generalizacion:
desde la identificacion de las regularidades a partir de un conjunto finito de valores, las cuales se comunican
verbalmente, hasta la unitarizacion de la regla de formacién de funciones lineales y afines, y el reconocimiento de
familias de funciones, empleando el lenguaje alfanumerico.

Palabras clave: razonamiento algebraico; niveles; generalizacidn; lenguajes; covariacion.

Criteria for modifying tasks that develop algebraic reasoning.

ABSTRACT

A proposal of criteria is presented that allow the assessment and modification of problems to achieve a progressive
increase in the level of algebraization of the mathematical activities carried out by the students. For the construction
of these criteria, the levels of algebraic reasoning proposed by the Ontosemiotic Approach are taken into account.
Then, the proposal is validated by working with a group of practicing teachers. We present the result of its
application to a textbook task, analyzing the original problem and modifying it according to the criteria. We
conclude that the use of the proposed criteria helped to incorporate questions that demand the use of diverse
languages, evidencing through the expected solution, that in this process, mathematical practices will demand an
increasing degree of generalization: from the identification of regularities from a finite set of values, which are
communicated verbally, to the unitarization of the rule of formation of linear and affine functions, and the
recognition of families of functions, using alphanumeric language.

Keywords: algebraic reasoning; levels; generalization; languages; covariation.
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Critérios de modificacéo de tarefas para desenvolver o raciocinio algébrico

RESUMO

Apresenta-se uma proposta de critérios que permitem avaliar e modificar os problemas, a fim de alcangar um
aumento progressivo do nivel de algébricas das atividades matematicas realizadas pelos alunos. Os niveis de
raciocinio algébrico propostos pela Abordagem Ontosemidtica sdo tidos em conta na construgao destes critérios.
Depois, a proposta € validada pelo trabalho com um grupo de professores praticantes e apresentamos o resultado
da sua aplicacdo a uma tarefa de manuais escolares, analisando o problema original e modificando-o de acordo
com os critérios. Concluimos que a utilizacdo dos critérios propostos ajudou a incorporar questfes que exigem o
uso de diferentes linguas, mostrando através da solucdo esperada, que neste processo, as praticas matematicas
exigirdo um grau crescente de generalizagdo: desde a identificacio de regularidades a partir de um conjunto finito
de valores, que sdo comunicados verbalmente, até a unitarizagdo da regra de formagao de fungdes lineares e afins,
e o reconhecimento de familias de fungdes, utilizando a linguagem alfanumérica

Palavras-chave: raciocinio algébrico; niveis; generalizagdo; linguas; covariagdo.

INTRODUCCION

Actualmente se plantea la necesidad de estructurar el curriculo como un continuo
epistemoldgico, y no como el salto de actividades puramente aritméticas (en Educacion
Primaria) a otras donde el algebra se presenta como un producto acabado (en Educacién
Secundaria), en medio del cual no hay sino un vacio de sintaxis sin seméantica (WILHELMI,
2017).

El desarrollo del pensamiento algebraico a través de una transicion desde las
generalizaciones empiricas, basadas en conjeturas sobre casos concretos, a las generalizaciones
tedricas, como resultado de las operaciones entre enunciados explicitos de relaciones
matematicas (CARRAHER; MARTINEZ; SCHLIENANN, 2008), permitiria a los estudiantes
apropiarse gradualmente de herramientas que les permitan representar lo general en
matematicas. De esa manera, primero se identificaran patrones, relaciones y estructuras, para
luego usar la notacion algebraica, como medio para comunicar la generalidad. Para ello, se
requiere considerar actividades que demanden cada vez un mayor grado de generalidad y mayor
capacidad de comunicar dicha generalidad (AKE; GODINO, 2018).

En consonancia con estos resultados, los sistemas educativos de varios paises proponen
la incorporacion del algebra como parte de los curriculos de matemaéticas desde edades
tempranas. Sin embargo, ain hacen falta programas de formacién para la ejecucion de
itinerarios de pensamiento algebraico desde los 6, hasta los 17 afios (CARREHER;
SCHLIENANN, 2019). De la revision de diversos trabajos en donde se analizan textos
didacticos de Educacion Primaria para determinar en qué medida estos consideran situaciones
que promuevan el desarrollo del razonamiento algebraico se encuentra que, si bien hay un
esfuerzo por introducir el algebra en la educacion bésica, todavia su presencia es escasa
(LLANES; PINO-FAN; IBARRA, 2022; GAITA; SUPO; UGARTE, 2021).

Al analizar los problemas de los manuales oficiales y de documentos utilizados por los
profesores de secundaria para la ensefianza del algebra en el Perd, se observa una simplificacion
de la realidad que desvirtda la situacién o el contexto que se desea analizar. En otros casos, las
situaciones resultan ser demasiado artificiales y en otros no se aprovechan adecuadamente para
desarrollar el razonamiento algebraico (GAITA et al., 2022).

A modo de ejemplo, presentamos un problema (ver Figura 1) propuesto en el texto
oficial de matematicas para estudiantes de segundo afio de secundaria (13 afios) en el Perd, que
se enmarca en el desarrollo de la llamada competencia Resuelve problemas de regularidad,
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equivalencia y cambio (PERU, 2016). A través de esta tarea se espera que el estudiante resuelva
problemas referidos a interpretar cambios constantes, traduciéndose a funciones lineales y
relaciones de proporcionalidad directa, y compruebe si la expresion algebraica usada expreso o
reprodujo las condiciones del problema. Este propdsito corresponde al sexto nivel de desarrollo
de la competencia (PERU, 2016, p. 139).

Figura 1 — Tarea Albergamos perros sin hogar

Albergamos perros sin hogar

Una asociacién protectora de animales acondiciona una casa para albergar a todos los perros que encuentra
abandonados en la calle. La asociacién tiene dificultades para dar en adopcién a perros adultos. Para
promoverla, da a conocer el consumo de alimento de los perros buscando sensibilizar al publico, ya sea para
que adopten o donen alimentos.

Se sabe que en el albergue hay 16 perros adultos y cada uno de ellos consume dos bolsas de alimento durante
un mes.

Fuente: https//goo.gl/awn2Y3

1. ;Cuantas bolsas se necesitaran para alimentar a los 16 perros durante un mes?
2. ;Qué relacion encuentras entre la cantidad de perros y la cantidad de bolsas de alimento?

3. Sillegan 4 perros adultos mas al albergue, ;cuantas bolsas de alimento se necesitaran a partir de este mes?

Fuente: Resolvamos problemas 2, Cuaderno de trabajo (2019, p.27)

Al analizar el problema, se reconoce que, si bien el contexto seleccionado demanda
establecer relaciones entre dos cantidades (nimero de perros y cantidad de alimento que se
consume mensualmente), basta hacerlo implicitamente, pues para dar solucion a la tarea, se
requiere Unicamente realizar calculos aritméticos particulares. Asi, para responder la pregunta
1, sera suficiente multiplicar 16 por 2; para la pregunta 2, el estudiante dara como respuesta que
por cada perro adulto se requieren dos bolsas de alimento (informacién que es dato del
problema) y para responder la pregunta 3, bastara sumar a la respuesta dada en el apartado 1 el
resultado de multiplicar 4 por 2.

Sin embargo, el libro propone como camino de solucion esperado (ver Figura 2) el
completar una tabla de valores (apartado 1), para luego establecer una relacion entre la cantidad
de perros y de alimento a través de expresiones algebraicas (apartado 3.) y, finalmente,
particularizar la formula encontrada y responder la Gltima pregunta (apartado 5). Es decir, se
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pretende desarrollar el razonamiento algebraico, pese a que para resolverse solo se requiere
realizar operaciones entre nimeros particulares.

Figura 2 — Etapas propuestas en el libro para resolver la tarea

1. Completa la tabla y establece |a relacidn entre la cantidad de perros y la cantidad de bolsas de alimento.

Cantidad de pemros 2 4 6 8 10 12 14 16
Cantidad de alimento 4
(bolsas)
2. ;Cuantas bolsas de alimento se necesitan para 16 3. Vamos a establecer una relacién numérica entre las
perros? dos magnitudes. Para ello, ;qué operacién plantea-

rias entre ambas magnitudes? Escribe la relacion de
proporcionalidad entre la cantidad de perros y la
cantidad de alimento.

4. La rolacién que hay entre la cantidad de perros y can- 5. A partir de la relacién de proporcionalidad, plantea-
tidad de alimento (bolsas) permite establecer una mos el total de alimento para 4 parmos mas.
proporcion. ;Es una proporcién directa? Explica con
un ejemplo.

Fuente: Adaptado de Resolvamos problemas 2, Cuaderno de trabajo (2017, p.29)

Consideramos fundamental proponer pautas que ayuden al profesor a determinar si un
problema contribuye al desarrollo del razonamiento algebraico; a partir de ello, los profesores
de matematicas podran no solo valorar la idoneidad de la tarea, sino también proponer cambios
de modo que las sucesivas preguntas demandan cada vez un mayor grado de generalidad y de
expresion de dicha generalidad, es decir, demandan cada vez un mayor nivel de razonamiento
algebraico. En este trabajo proponemos criterios para valorar y modificar problemas presentes
en textos escolares, asociados a contenidos matematicos tradicionalmente asociados al algebra
(ecuaciones, sistemas de ecuaciones, funciones, entre otros).

ELEMENTOS TEORICOS

En el Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la Instruccion Matematica (EOS) se
entiende por practica matemadtica “toda actuacion o expresion (verbal, grafica, etc.) realizada
por alguien para resolver problemas matematicos, comunicar a otros la solucion obtenida,
validarla o generalizarla a otros contextos y problemas (GODINO; BATANERO, 1994, p. 182).
Desde el EOS, una practica sera considerada como algebraica si esta incluye procedimientos
que privilegien procesos de particularizacion y generalizacion.

Se plantea un modelo para el Razonamiento Algebraico Elemental (RAE), el cual
caracteriza las practicas matematicas consideradas como algebraicas, basandose en supuestos
pragmaticos, antropoldgicos y semioticos sobre el conocimiento matematico (GODINO et al.,
2012).

En el trabajo de Godino et al. (2014) se proponen criterios basicos para definir niveles
de algebrizacion, asignados a la actividad matematica que se pone en juego al resolver tareas
en educacion primaria; dicha practica esta caracterizada por grados de generalidad y el uso de
diversos registros de representacion semiotica, asi como sus transformaciones y conversiones.
En un trabajo posterior, Godino et al. (2015) amplian el modelo, considerando tres niveles mas
avanzados para describir la actividad matematica, considerada como algebraica, en la educacion
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secundaria y bachillerato. Los dos criterios considerados para esta ampliacion son el uso de
pardmetros tanto en actividades de tipo estructural y funcional, asi como el estudio de
estructuras algebraicas, sus definiciones y propiedades.

Teniendo en cuenta lo anterior y los niveles de la competencia Resuelve problemas de
regularidad y cambio (figura 3) descritos en el Curriculo Nacional del Perd (PERU, 2016),
consideramos que es posible que los estudiantes que finalizan la secundaria en el Perd muestren
rasgos de hasta un nivel 4 de razonamiento algebraico, ya que se hace referencia al
reconocimiento de parametros. De la misma forma, curriculos de diversos paises tambiéen
proponen que los egresados de la educacion basica alcancen el equivalente a un nivel 4 de
razonamiento algebraico elemental.

Figura 3 — Niveles de la competencia Resuelve problemas de regularidad y cambio

Resuelve problemas referidos & analizar cambios continuos o periodicos, o regularidades entre magnitudes, valores o expresiones,
traduciéndolas a exprasiones algebraicas que pueden contener la regla general de progresiones geométricas, sistema de ecuaciones
lineales, ecuaciones y funciones cuadraticas y exponenciales. Evalla si la expresion algebraica reproduce las condiciones del problema.
Expresa su comprension de la regla de formacion de sucesiones y progresiones geomeétricas; la solucion o conjunto solucidn de sisternas
de ecuaciones lineales e inecuadiones; la diferencia entre una funcion lineal y una funcién cuadratica y exponencial y sus pardmetros; las
usa para interpretar enunciados o textos o fuentes de informacidn usando lenguaje matematico y graficos. Selecciona, combina y adapta
variados recursos, estrategias y procedimientos matematicos para determinar términos desconocidos en progresiones geométricas,
solucionar ecuaciones lineales o cuadrdticas, simplificar expresiones usando identidades algebraicas; evalla y opta por aquellos mas
idoneos segin las condiciones del problema. Plantea afirmaciones sobre enunciados opuestos o casos especiales que se cumplen entre
expresiones algebraicas; asi como predecir el comportamiento de variables; comprueba o descarta la validez de la afirmacion mediante
contragjemplos y propiedades matematicas.

Fuente: Peru (2016, p.139)

Por lo anterior, describimos los cuatro primeros niveles de razonamiento algebraico
propuestos en el modelo RAE (GODINO et al., 2015).

Nivel O: Intervienen objetos intensivos de primer grado. En tareas estructurales pueden
intervenir datos desconocidos. Se opera con objetos intensivos de primer grado (numeros
particulares). Se emplean lenguajes natural, numérico, iconico, gestual; pueden intervenir
simbolos que refieren a objetos extensivos o datos desconocidos.

Nivel 1: Intervienen de manera implicita objetos intensivos de grado 2, esto es, clases
de intensivos de grado 1. Se aplican relaciones y propiedades genéricas de las operaciones con
objetos intensivos de primer grado, tanto en tareas estructurales como funcionales. Se emplean
lenguajes natural, numérico, iconico, gestual; pueden intervenir simbolos que refieren a los
intensivos intervinientes.

Nivel 2: Intervienen indeterminadas o variables como expresién de los intensivos de
grado 2 En tareas estructurales las ecuaciones son de la forma Ax+B=C. En tareas funcionales
se reconoce la generalidad, pero no se opera con las variables para obtener formas candnicas de
expresion. Se emplean lenguaje simbolico — literal, usado para referir a los intensivos
reconocidos, aungue ligados a la informacién del contexto espacial y temporal.

Nivel 3: Intervienen indeterminadas, incognitas, ecuaciones, variables y funciones
particulares. En tareas estructurales las ecuaciones son de la forma Ax+B=Cx+D. Se opera con
las indeterminadas o variables. Se emplean lenguaje simbdlico — literal; los simbolos se usan
de manera analitica, sin referir a la informacion del contexto.
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Nivel 4: Se emplean pardmetros como registro numérico y también para expresar
familias de ecuaciones y funciones. Se debe discriminar el dominio y rango de la funcion
paramétrica, esto es, identificar la funcion que asigna a cada valor del pardmetro una funcién o
ecuacion especifica.

ELEMENTOS METODOLOGICOS

Se trata de un estudio cualitativo cuya primera finalidad es establecer criterios para
valorar y transformar situaciones problemas, propuestas en textos escolares, de modo que
contribuyan a desarrollar el RAE en los estudiantes. Para ello, se identifican los rasgos
fundamentales de las practicas matematicas consideradas como algebraicas, segin el modelo
tedrico propuesto para el RAE y se propone una lista de indicadores asociados a dichos rasgos.

Para validar la propuesta se lleva a cabo un taller con docentes en el cual se presentan
los elementos teodricos del modelo y los criterios propuestos. Los docentes analizan la
pertinencia de los problemas de textos escolares apoyados en los criterios y brindan sugerencias
para su modificacion. A partir de ello, se plantean nuevos problemas, apoyados también en el
uso de recursos como GeoGebra y Hojas de calculo, haciendo explicito como es que las tareas
modificadas demandan précticas matematicas con niveles de algebrizacion cada vez mayores.

Muestra y recoleccion de la informacion

Para el trabajo con docentes, se consideré una muestra formada por 90 docentes de
secundaria en ejercicio, los cuales laboraban en escuelas publicas peruanas. La seleccion de los
docentes fue intencional; se invitd a docentes que habian participado en capacitaciones
anteriores, las cuales fueron organizadas por el instituto de investigacion sobre ensefianza de
las matematicas (IREM-PUCP), al cual pertenece el grupo de investigadores. Los docentes se
agruparon libremente para trabajar en equipos de 4 personas.

Todas las interacciones llevadas a cabo con los maestros se registraron a través de la
plataforma zoom; la seleccion y anélisis del problema que eligié cada grupo se present6 por
escrito. Posteriormente, con ayuda del equipo de investigadores, el problema seleccionado se
transformo en varias tareas.

Construccion de criterios

Se consideran las descripciones de los niveles de RAE dados previamente y se
identifican aspectos cruciales para la evolucion de dicho razonamiento. A partir de ello, se
proponen criterios que permiten reconocer si una situacion tiene el potencial para desarrollar el
razonamiento algebraico, y como podria modificarse para que lo desarrolle efectivamente.

Elementos considerados para la construccion de los criterios
Para que los estudiantes desarrollen practicas algebraicas, las tareas que se les planteen
deben movilizar:
e Objetos considerados como algebraicos, tales como relaciones binarias, operaciones y
sus propiedades, funciones, asi como estructuras, sus tipos y propiedades (GODINO et
al, 2014).
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e Diversos lenguajes que permitan expresar los tipos de objetos y procesos algebraicos,
esto es, desde el lenguaje ordinario, grafico hasta el lenguaje alfanumérico,
predominante en los niveles superiores de algebrizacion (GODINO et al, 2014).

e Procesos de particularizacion, generalizacion y unitarizacion, los cuales son inherentes
a las préacticas algebraicas, tal como se explica en GODINO et al, 2012a, p.287

A continuacion, se proponen criterios que debe cumplir la situacion para que se
considere apropiada para desarrollar el RAE. Ademas, sefialamos un conjunto de pautas que
ayudaran a graduarlas, de modo que la situacion promueva el progreso en los niveles de RAE.

Cuadro 1- Criterios para identificar situaciones que contribuyan al desarrollo del RAE

Criterio

Descripcion

Para el progreso en el RAE

1. Objetos
matematicos
que involucra
la situacion

Se trata de una situacion sobre patrones o
de busqueda de regularidades, o que
requiere manipular expresiones
alfanumericas y usar propiedades de las
estructuras  (ecuaciones, sistemas de
ecuaciones, inecuaciones, etc.), o que
estudia el cambio y la covariacion.

La situacién requiere la
modelizacién de los datos a
través de alguno de los objetos
considerados como
algebraicos. Para que el RAE
evolucione, se debe demandar
una modelizacién de
complejidad creciente.

2. Lenguaje que

La solucion del problema debe requerir del

Para que el RAE evolucione,

moviliza  la | uso de distintos lenguajes: gestual natural, | se debe propiciar el uso

situacion numeérico, tabular, gréafico, alfanumérico, | gradual de los distintos
incluyendo el uso de parametros, y las | lenguajes. El uso del lenguaje
transformaciones entre ellos. El paso del | alfa-numérico se hace
lenguaje natural, numérico al alfanumérico | necesario en la medida que la
requiere que la situacion exija atribuir | situacion requiera justificar la
significado a los célculos. solucion.

3. Grado de | Las cuestiones que se desprendan de la | La situacion exige realizar
generalidad situacién deben demandar generalizaciones | generalizaciones  sucesivas.
que demanda | progresivas de los resultados; desde tareas | En este proceso, resulta
la situacion en donde primero los datos adoptan valores | esencial que el estudiante

particulares, pasando por aquellas en donde | valide las soluciones

se obtiene una regla general que define a la
clase (objeto intensivo), hasta tareas en
donde se estudia el comportamiento de
familias de problemas (lo que requiere el
uso de parametros).

obtenidas utilizando diversos
medios de control, incluyendo
la verificacion que lo general
se cumpla también para lo
particular.

Fuente: Elaboracion propia de los autores

Asi, por ejemplo, a partir de una situacion que requiere establecer relacion entre dos
magnitudes, se reconoce una relacion de proporcionalidad directa para nimeros particulares,
para luego identificar que la relacidn se preserva para un conjunto de nimeros dados en una
tabla, pasando por la obtencion de la constante de proporcionalidad, para luego asociar a dicha
relacién una expresion correspondiente a una funcion lineal. Dicha funcién sera vista
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posteriormente como una relacion particular entre dos magnitudes cuya representacion mas
general esta dada por f(x)=mx, con elementos particulares tales como dominio y rango, y on una
gréafica que intercepta a los ejes y tiene pendiente. Si dicha relacién se amplia al de las funciones
que cumplen que, a incrementos constantes de una variable, se producen incrementos constantes
de la otra, pero con un “desfase”, se extendera el estudio a las funciones lineales afines
f(x)=mx+b, que mas adelante se reconocerd como un caso particular de las funciones
polinémicas.

EXPERIMENTACION Y ANALISIS

En la segunda etapa, se interactia con docentes de matematicas de secundaria en
ejercicio a través del desarrollo de un taller de 4 sesiones, de 4 horas cada una. En las dos
primeras sesiones se presenta el modelo RAE y su relacion con la competencia Resuelve
problemas de regularidad, equivalencia y cambio, declarada en el Curriculo Nacional (PERU,
2016). A partir de la necesidad de identificar tareas que promuevan el progreso en el desarrollo
del RAE, se introducen los criterios establecidos previamente.

En la tercera sesion, se forman grupos y se les solicita seleccionar un problema
perteneciente a los textos oficiales de matematicas de secundaria, distribuidos por el Ministerio
de Educacion, que ellos consideran, a priori, cumple con los criterios establecidos. A partir de
la discusion grupal, reconocen que, aungue la mayoria de los problemas seleccionados si estudia
fendmenos relacionados con objetos algebraicos, cumpliéndose el criterio 1, las preguntas que
se plantean no contribuyen a evolucionar ni en el lenguaje, ni en procesos de generalizacion,
incumpliéndose los criterios 2 y 3.

En la cuarta sesion, los investigadores trabajan junto a los maestros para transformar el
problema, previamente seleccionado, de modo que se cumplan los criterios propuestos. En este
trabajo, se les plantea incorporar preguntas que requieran del uso tablas de valores (empleando
Hojas de calculo) y de gréficas (en GeoGebra) de modo que el paso del lenguaje natural al
alfanumérico sea mediado por actividades que demandan lenguajes numéricos y graficos, los
cuales pueden contribuir al desarrollo del razonamiento algebraico.

A modo de ejemplo, se presenta el problema seleccionado por uno de los grupos, su
analisis empleando los criterios propuestos y una nueva actividad, que considera varias etapas,
cada una de las cuales demanda un mayor nivel de generalizacion que la anterior.

Problema original y solucién esperada

En la figura 4, se presenta el problema seleccionado por uno de los grupos de profesores
que participaron del taller. El problema fue tomado del texto denominado ‘“Resolvamos
problemas 3”, empleado en la clase de tercero de secundaria. La actividad se denomina
“Elegimos un servicio mas conveniente” y tiene como proposito de aprendizaje el siguiente:
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Figura 4 — Proposito de la seccion del libro

Proposito: Establecemos relaciones entre datos, valores desconocidos, condiciones de
equivalencia y las transformamos a expresiones algebraicas o graficas que incluyen a un sistema de
ecuaciones lineales con dos variables. Asimismo, expresamos con lenguaje algebraico y diversas
representaciones graficas, tabulares y simbdlicas nuestra comprension de la solucién de un sistema
lineal para interpretarlo en el contexto de la situacion, estableciendo conexiones entre dichas
representaciones.

Fuente: Resolvamos problemas 3, Cuaderno de trabajo (2019, p.83)

La figura 5 reproduce el problema de forma literal.

Figura 5 — Problema original seleccionado por un grupo de docentes

Elegimos un servicio conveniente

Matias desea alquilar juegos de video, razén por la cual visita una tienda y solicita informacion al respecto. La
vendedora le manifiesta que hay dos maneras de usar el servicio y le detalla:

Primera forma: “Si se inscribe como socio de la tienda, pagara una cuota anual de veinte soles y por cada
alquiler pagara cinco soles”.

Segunda forma: “Pagar diez soles por cada alquiler sin la necesidad de inscribirse como socio”

Fuente: https://goo.gl/QS4vEg

A partir de lo informado:

1. ;Cualeslacantidad de juegos que debealquilar Matias para que cancele el mismo monto en las dos formas
de usar el servicio?

2. Determina las expresiones matematicas que modelen a las dos formas de usar el servicio.
Fuente: Resolvamos problemas 3 (2019, p. 83)

La resolucion esperada en la institucion escolar es la siguiente:
Para responder la primera pregunta se espera que se obtengan las expresiones siguientes:

e Primeraforma: y = 20 + 5x
e Segundaforma: y = 10x
Donde “x” es la cantidad de videojuegos que se alquilan. Luego se establece la igualdad de
dichas expresiones:
20 + 5x = 10x , de donde x = 4.
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La respuesta a la pregunta b) corresponde a mostrar las expresiones analiticas utilizadas
en la resolucion de la parte a), es decir, las formulas "y = 20 + 5x" y "y = 10x" .

Los docentes observan que, para responder la primera pregunta, no es necesario plantear
un sistema de ecuaciones lineales en dos variables, como se sefiala en el propdsito de
aprendizaje; bastara con obtener valores para casos particulares. Asi, teniendo en cuenta la
descripcion dada, se puede elaborar una tabla (figura 6) y luego concluir que el precio de las
dos formas de usar el servicio coincide cuando se alquilan 4 videojuegos.

Figura 6

Cantidad de videojuegos alquilados | 1 213 | 4 5 6
Primera forma 25 | 30 | 35 | 40 | 45 | 50
Segunda forma 10 | 20 | 30 | 40 | 50 | 60

Fuente: Resolucion de problemas de regularidad equivalencia y cambio (2022, p. 44)

Para la pregunta 2), se piden las formulas "y = 20 + 5x" y "y = 10x". Més alla de
responder a una indicacién externa, estas expresiones no son necesarias para responder ninguna
otra pregunta. Mas aln, se deja de lado el estudio de la variacion; no se discute como se
modifica la relacion entre los pagos que se hacen a las tiendas antes y después de x = 4.

Aplicacion de los criterios para analizar el problema original
Se emplean los criterios propuestos para analizar la pertinencia del problema para el desarrollo
del RAE (cuadro 2).

Cuadro 2 — Descripcion de los criterios propuestos

Criterio Descripcion Comentario
Objetos Se trata de una situacion que requiere
matematicos del uso de sistemas de ecuacionesode | EI contexto de la situacion es
que involucra la | funciones lineales y afines para | pertinente para desarrollar el RAE.
situacion estudiar el cambio.
La solucién esperada por la , . . .
N Sera pertinente un trabajo previo con
L : institucion propone pasar L :
enguaje  que directamente del lenquaie natural a valores numéricos particulares, para
moviliza la guaj . | identificar que relacion existe entre
o una regla de correspondencia . .
situacion . o las magnitudes involucradas.
expresada en lenguaje alfanumérico.
. Es pertinente considerar  otras
Tal como estd planteada la tarea, se .
y . preguntas que permitan reconocer un
espera obtener la expresion algebraica p L .
L . patron de formacion a partir de un
Grad de | Para cada funcion costo. Sin embargo, . .
rado e . conjunto finito de valores, para luego
lidad como esa regla no se genera a partir de .
generalidad que . extraer la regla que generaliza la
d d | los elementos que la constituyen, no o hap .
emanda a . ; relacién y actividades posteriores, en
Y se puede afirmar que sea una entidad . ;
situacion o . . donde se obtengan nuevos intensivos
unitaria que emergera del sistema de o
- que representen a la familia de
précticas. . i .
funciones lineales y afines.

Fuente: Elaboracion propia de los autores
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DISCUSION DE RESULTADOS

Problema modificado y soluciones esperadas

Teniendo en cuenta el andlisis previo, se propone transformar el problema (ver Figura
7) en una actividad con cuatro tareas (ver Figuras 8, 11, 12 y 13), de modo que la solucion de
cada una de ellas demande cada vez mayores rasgos de razonamiento algebraico.

Figura 7 — Enunciado del problema modificado

En una tienda que alquila videojuegos en linea por horas se ofrecen las siguientes
opciones:

e Opcidn 1: hacerse socio pagando una tnica cuota de 42 soles al afio y por cada
hora de uso del videojuego realizar un pago de 2,8 soles.

e Opcion 2: no hacerse socio y, por lo tanto, no realizar el pago de cuota anual,
pero pagar 4 soles por cada hora de uso del servicio.

Fuente: Resolucion de problemas de regularidad equivalencia y cambio (2022, p. 45)

Figura 8 — Tarea 1 del problema modificado

a) ;Qué opcion le resultard mas conveniente a una persona que suele jugar dos
horas por semana? jsiempre esa opcion sera la mas conveniente? Sustenta tu
respuesta.

b) i) ;Cuél es el minimo de horas al ano que tendria que jugar una persona para
que le convenga la opcién 1?7 Puedes realizar tus calculos con ayuda de una

tabla
Opcion 1 Opcion 2
[ N°horas | Costo total N°horas | Costo total Comparacion
| 0 0
] 1 1
| 2 2
[ 3 3
| 4 4
Figura 3.1

Fuente: Resolucion de problemas de regularidad equivalencia y cambio (2022, p. 45)

Solucion esperada

En un primer acercamiento al problema, es conveniente que los estudiantes comparen
los costos por concepto de alquiler para una cantidad de horas especifica. El trabajo exploratorio
generara respuestas diversas, entre ellas, algunas en donde se afirmaréa la conveniencia de tomar
siempre un tipo de servicio, mientras otros estudiantes responderdn de manera cualitativa
sefialando que la eleccion dependera del tiempo considerado: si son muchas horas, sera mejor
la opcién 1y si son pocas, la opcion 2.

La parte b) puede abordarse haciendo un tratamiento numérico exhaustivo o “por
saltos”, para luego usar una hoja de calculo como Excel que permite introducir la nocién de
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variable de manera implicita al definir el contenido de las celdas en funcion de otras. Queda
pendiente determinar el numero de horas exacto en donde empieza a ser més conveniente la
opcion 1.

Al completar la tabla usando el “arrastre”, se encontrara que a partir de n=36, la opcion
1 sera mas conveniente (ver Figuras 9 y 10).

Figura 9 — Gasto a realizar por las primeras 17 horas

1 |Opcién |Cuota anual |Costo hora

2 1 42 28

3 2 0 4

4

5 Opcidn 1 Opcibn 2

6 [ienoras [costo total Nehoras | Costo total Comparacion
7 0 42 0 0 42
8 1 448 1 4 408
190 2 476 2 396
1 3 504 3 12 384
12 4 532 El 16 372
13 5 56 5 20 36
14 6 58.8 6 24 348
15 7 616 7 28 336
16 8 644 8 32 324
17 9 672 9 36 312
18 10 70 10 40 30
19 1" 728 1 44 288
20 12 756 12 48 276
21 13 784 13 52 264
22 14 812 14 56 252
23 15 84 15 60 24
24 16 868 16 64 228
25 17 896 17 68 216

Fuente: Resolucion de problemas de regularidad equivalencia y cambio (2022, p. 48)

Figura 10 — Gasto a realizar entre 20 y 36 horas

28 20 98 20 80 18
29 21 100.8 21 84 168
30 22 1036 22 88 156
3 23 106.4 23 %2 144
32 24 1002 24 9% 132
33 25 112 25 100 12
4 26 1148 26 104 108
& 27 176 27 108 96
g? 28 1204 28 112 84
= 29 1232 20 16 72
= 30 126 30 120 6
% 31 1288 31 124 48
Y 32 1316 32 128 36
= 33 134.4 33 132 24
7 34 1372 34 136 12
i 35 140 35 140 0
5 3 1428 36 144 a2

Fuente: Resolucion de problemas de regularidad equivalencia y cambio (2022, p. 49)

A continuacién, se plantean atividades que requieren del empleo de otros lenguajes
(como el gréafico y alfanumérico), de modo que se establezcan relaciones entre las variaciones
numéricas y graficas, asi como la obtencion de una expresion que represente el comportamento
de forma general (figuras, 11, 12, 13y 14).
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Figura 11 — Tarea 2 del problema modificado

¢] Luego de completar la tabla de la figura disponible en el siguiente enlace
https://www.geogebra. org/m/dndzreBu— realiza las grificas que representan
la relacidn entre el monto a pagar ¥ el nimero de horas para cada opcion. Luego
de manipular la tabla del enlace responde las cuatro preguntas gue se cnuncian
a continuaciin.

A B o O E F G Tienia & pagar
1 | Opcsn 1 Opadind o

2 | W Comln otal sl I Whorm Comte lolnl =(E1F1} il

3 L] g : 0 0 L

4 3

B

B

B =

-]

10

1

12

13

14

= g

15

15 "

17

13

19
¥ . : K 5

" » =0 3 4

Figura 3.2

i} ;. Qué representa el pago anual de 42 soles en la grafica?

ii} El incremento de 2.8 soles por hora, [gué representa en la griafica de la
opeion 17

ili} El incrementa de 4 soles por hora, jgué representa en la grafica de la opeion
27
iv) ;Por qué la grafica azul parte desde el punto (0,0)7 Interprete considerando
la situsacion,
Fuente: Resolucion de problemas de regularidad equivalencia y cambio (2022, p. 46)
Solucién esperada
Se incluyen cuestiones que requieren interpretar el significado de lo que luego seran los
coeficientes de los términos lineales de las funciones costo, asi como de los términos
independientes. Por ejemplo, se asociara el pago anual de 42 soles con el punto (0; 42) en la
grafica. Adicionalmente, al completar las tablas y representar los pares en el plano cartesiano,
se podréa reconocer la posicidn relativa entre las dos graficas.

Figura 12 — Tarea 3 del problema modificado

ii) Encuentra expresiones algebraicas que representen los costos totales segin
la opcion 1 y la opcidn 2.

Fuente: Resolucion de problemas de regularidad equivalencia y cambio (2022, p. 45)
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Solucién esperada

Se pregunta por las expresiones alfanuméricas que describen la relaciéon entre las
magnitudes involucradas; a partir del andlisis previo, se concluye que las expresiones que
permiten obtener el costo empleando cada opcion son las siguientes:

Primera forma: C;(n) = 20 + 5n
Segunda forma: C,(n) = 10n

Figura 13 — Tarea 4 del problema modificado

d) Emplee el applet de la flgura disponible en el enlace https://www.
geogebra . org/m/winyf6h6  para responder las cuatro preguntas siguientes:

i} Si mantenemos los valores iniciales, pero el costo por hora de la opeion 1

es ahora 5 soles, Joué ocurre con las praficas?

i} Simantenemos los valores iniciales v ahora solo se cambia el costo por hora
de la opeion 2 de modo que sea 2 soles, Jqué ocurre con las graficas?

iii} Manteniendo las condiciones iniciales de la opeidn 1, jeomo tendria que
modificarse la opeitn 2 para que resulte siempre ser mas barata?

iv) Manteniendo las condiciones iniciales de la opeion 2, [es posible modificar
la opcitn 1 para que esta sea siempre mas barata?

Fuente: Resolucidn de problemas de regularidad equivalencia y cambio (2022, p. 46)

Figura 14 — Figura 3.3 de la Tarea 4

A B C D 1400 Monto a pagar

~

0

Opcion  Cuota anual  Costo hora
: ] 42 28
2 0 4

1
2
3
4
5
6
il
8

9
10
1
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23

24 .
& >

Fuente: Resolucién de problemas de regularidad equivalencia y cambio (2022, p. 47)

N® horas

20 40 6C S0 100 120 140 180 180 200 220 240 260 280 300 320 340 380 350 400 420 440 480 480 500 520 540 580

Solucion esperada

Al realizar modificaciones en las condiciones del problema, se obtendran graficas
distintas, a partir de las cuales se pueden responder las preguntas planteadas. Si el costo por
hora de la opcion 1 es 5 soles, las graficas no se cortan y tampoco lo haran si se mantienen los
valores iniciales y solo se cambia el costo por hora de la opcion 2 de modo que sea 2 soles. El
estudio de la posicion relativa entre las rectas permitira encontrar condiciones para que uno de
los tipos de servicio siempre sea mas conveniente que el otro.
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ANALISIS DE LAS TAREAS MODIFICADAS SEGUN LOS CRITERIOS
PROPUESTOS

Se analiza cada tarea que resulta de modificar el problema original, teniendo en cuenta los
criterios definidos previamente para valorar el qué medida el problema contribuye a desarrollar el
razonamiento algebraico.

Cuadro 3 — Analisis de cada tarea empleando los criterios definidos previamente

CRITERIOS
Objetos Lenguaje que Grado de generalidad que demanda la
matematicos moviliza la situacion
que involucra situacion
la situacion
La tarea permite identificar regularidades vy
expresarlas verbalmente.
. A partir de un conjunto “grande”, pero finito, de
Operaciones - . -
con nameros en datos para cada tipo de costo, se identifica una
Q* Verbal, tanto en | relacion entre el monto a pagar y el nimero de
Relacion de el enunciado | horas: “En el primer caso, el costo se incrementa
Tarea 1 | orden entre como en las|en 2,8 soles por cada hora; en el otro caso, se
. justificaciones. | incrementa en 4 soles. Ademas, la diferencia entre
nameros .
. Numérico y | los dos costos se reduce en 1,2 soles por cada hora
particulares . ) -
o tabular. adicional de juego”.
Relacién entre ., . . “ o
. También se enuncia una conjetura: “Al principio
dos magnitudes » L .k
parece que la opcion 2 serd mas econdmica, pero
luego notamos que para muchas horas de juego,
convendra la opcion 17,
Relacion entre La representacion gréfica de cada relacion permite
dos magnitudes hacer conjeturas sobre el comportamiento de la
Progresion relacién entre las dos magnitudes, mas alla de los
aritmética Verbal, tabular y | valores tabulados. Permite un estudio global.
Recta en el | gréfico, También posibilita establecer relacion entre los
Tarea 2 plano: transitando entre | datos del problema y algunas caracteristicas de la
pendiente, ellos en varios | gréfica, lo que obliga a estudiar la covariacion.
ordenada en el | sentidos.
origen.
Posicion
relativa  entre
rectas
P Lenguaje Se unitariza la regla de formacion para cada caso
Tarea 3 | Funcion lineal guaje glade | pa y
alfanumeérico se representa en lenguaje alfanumérico.
Se promueve un proceso de generalizacién aun
Familia de | Verbal, tabular y | mayor que permite reconocer el significado grafico
Tarea 4 | funciones grafico y | de los coeficientes my b en las expresiones
lineales alfanumérico. f(x) = mx + b.

Fuente: Elaboracion propia de los autores

CONSIDERACIONES FINALES

Es fundamental que el profesor de matematicas sea capaz de adaptar o construir
problemas que usualmente emplea en sus clases, de modo que generen practicas matematicas
de diferentes niveles de complejidad y que contribuyan al desarrollo del razonamiento
algebraico de sus estudiantes.
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En la medida que esto ocurra, se requerira también una evolucién en el lenguaje, asi
como la consideracion de mecanismos que sirvan de medios de control para los procedimientos
y resultados obtenidos.

El trabajo llevado a cabo con los maestros permitié poner a prueba los criterios
propuestos y aplicarlos en la valoracion de actividades especificas. A partir de ello, y de los
conocimientos y experiencia de los docentes participantes, se analizaron problemas propuestos
en los textos didacticos y se hicieron sugerencias de mejora.

Los problemas modificados pretenden favorecer el trabajo exploratorio, seguido de la
busqueda de regularidades, lo que permite realizar generalizaciones y motivar la utilidad y
eficacia del uso del lenguaje algebraico. En esa linea, se propone transformar los problemas
considerando que su solucién demande el empleo de distintos lenguajes, y de establecer
elaciones entre ellos.

A partir de un estudio inicial con nimeros particulares, se pueden estudiar regularidades,
las que pueden ser mas evidentes si se cuenta contempla el uso de recursos como Hojas de
calculo o GeoGebra. Si se formulan preguntas que exijan establecer relacion entre las
representaciones graficas y otros lenguajes, se obtendra informacion adicional que contribuira
a una mejor comprension del problema.

En un nivel de generalizacién aun mayor, se pueden considerar preguntas adicionales,
a las planteadas en el problema original, que permitan caracterizar la situacién dada como un
caso particular de una familia de problemas; ello justificara el uso de parametros y dara lugar a
un nuevo proceso de generalizacion.

De esa manera, los criterios aqui propuestos constituyen una herramienta para los
docentes en ejercicio, que ayuda a valorar y modificar, de ser necesario, los procesos de
instruccion tradicionalmente implementados, para aumentar progresivamente el nivel de
algebrizacion de la actividad matematica de sus alumnos.
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