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RESUMEN

En este articulo presentamos los resultados obtenidos de la puesta en préactica de tres actividades didacticas
utilizadas en la ensefianza de la nocion de namero real, con estudiantes de primer afio de la licenciatura en
ingenierias. Estas actividades han sido disefiadas en funcion del enfoque propuesto por Bronner (1997). Se realiza
un andlisis cualitativo del trabajo matematico desarrollado por los estudiantes en estas actividades, fundamentado
en el marco de la teoria de Espacios de Trabajo Matematico. Los resultados evidencian que la activacion de la
génesis instrumental con el artefacto tecnoldgico supera al artefacto simbdlico, sin que haya una confrontacion de
lo obtenido con la TIC, propiciando un ambiente de confusion entre nimero y su valor aproximado.
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An approach towards teaching real numbers with first year engineering

ABSTRACT

In this article we present the results obtained from the implementation of three didactic activities used in the
teaching of the notion of real number with first year undergraduate engineering students. These activities have
been designed according to the approach proposed by Bronner (1997). A qualitative analysis of the mathematical
work developed by the students in these activities is carried out, based on the framework of the theory of
Mathematical Working Spaces. The results show that the activation of the instrumental genesis with the
technological artefact surpasses the symbolic artefact, without there being a confrontation of what is obtained with
ICT, leading to an environment of confusion between number and its approximate value.

Keywords: Didactic activities, real number; mathematical work; MWS; artefact.

Uma abordagem para o ensino de nimeros reais com alunos do primeiro ano de
engenharia

RESUMO

Neste artigo apresentamos os resultados obtidos com a implementacdo de trés atividades didaticas utilizadas no
ensino da nocdo de ndmero real, com alunos do primeiro ano do curso de engenharia. Essas atividades foram
desenhadas com base na abordagem proposta por Bronner (1997). E realizada uma analise qualitativa do trabalho
matematico desenvolvido pelos alunos nestas atividades, com base no referencial da teoria dos Espacgos de
Trabalho Matematico. Os resultados mostram que a ativacdo da génese instrumental com o artefato tecnolégico
supera o artefato simbdlico, sem que haja confronto do que se obtém com as TIC, promovendo um ambiente de
confuséo entre nimero e seu valor aproximado.

Palavras-chave: Atividades didaticas, nimero real; trabalho matemaético; ETM; artefato.
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INTRODUCCION

En la formacion profesional de un licenciado en ingenieria en México, encontramos en
el programa de estudios la presencia de un curso de célculo diferencial que suele iniciar con el
tema de numeros reales, el cual precede al estudio del concepto de funcidn y limites. En
particular, en la universidad publica en la que se realizd la experimentacion se presenta en este
programa “una breve introduccion a los numeros reales”, asumiendo la posicion de que el
estudiante ya ha tenido un primer acercamiento en el nivel medio superior. Esto ultimo es cierto
siempre y cuando el estudiante haya seleccionado la asignatura de calculo diferencial dentro de
su campo disciplinar.

Aunque no se especifica en el programa de estudios del nivel medio superior, es clésico
que el primer acercamiento que tienen los estudiantes con los nimeros reales corresponde al
enfoque racional vs irracional. El cual, como lo afirma Vivier (2015), es insuficiente, ya que
esta identificacion no conforma la base fundamental en la nocion de completitud y continuidad,
las cuales son propiedades primordiales en la construccion de conceptos subsecuentes
contemplados en el curso de célculo diferencial (SIERPINSKA, 1985; BRONNER, 1997;
BERGE, 2004; DURAND-GUERRIER y VERGNAC, 2013; DURAND-GUERRIER, 2016;
DURAND-GUERRIER y VIVIER, 2016; VIVIER, 2015; KIDRON, 2016; KUZNIAK,
MONTOYA-DELGADILO y VIVIER, 2018).

Es asi que se retoma la propuesta de Bronner (1997), la cual se centra en la expansién
decimal del nimero. En ésta se propone que la oposicion “racional/irracional” sea desplazada
por la oposicion “decimal/no decimal”. En esta propuesta de ensefanza, desarrollada en un
contexto de educacion en Francia, los estudiantes se apropian de “nuevos nimeros” los cuales
presentan una expansion decimal infinita y que dentro de ese contexto corresponde a los “no
decimales”, etiquetado por el autor como “idecimales”. Es importante precisar que cuando
Bronner se refiere a “decimal” estd haciendo mencién a un niimero que se puede escribir con
un namero finito de cifras después de la coma (o punto) decimal. Esto dentro del contexto de
educacion francés.

Para efectos de este trabajo de investigacion, que se desarrolla en el contexto de
educacion en México, cuando se hace referencia a nimero decimal, se considera un nimero
gue consta de una parte entera y una decimal, separadas por un punto o por una coma (definicion
matematica que proporciona la Real Academia de la Lengua Espafiola). Lo que significa que el
namero decimal puede tener una expansion decimal finita o infinita. Esta definicidn es la
adoptada en los planes y programas de la educacion secundaria, como se evidencia en el
glosario del documento de aprendizajes clave para la educacion integral (SEP, 2017, p. 259)
que sefiala como niimeros decimales los “que se pueden expresar usando la notacion decimal.
Su expansion decimal (las cifras que vienen después del punto) puede ser finita o infinita”.
También alli aparece la definicion de “niimero decimal finito” refiriéndose a los que
corresponden a una fraccion decimal y “nimero decimal periddico” a los que no son
equivalentes a una fraccion decimal. Por tultimo, se precisa que “Los nimeros decimales
también pueden tener una expansion decimal infinita no periddica, por ejemplo, © y ¥2.” (p.
667). En consecuencia, en el curriculo mexicano no evidenciamos una diferenciacion entre
numero decimal y nimero real, lo cual es relevante como objeto de estudio al investigar las
dificultades conceptuales que los estudiantes pudieran tener, producto de esta posicion.

194
REMATEC, Belém (PA), v. 17, n. 42, p. 193-210, Set.-Dez., e-ISSN: 2675-1909, 2022
DOI: 10.37084/REMATEC.1980-3141.2022.n42.p193-210.id457 @@@@



En el interés de implementar la propuesta que especifica Bronner, se contempla el uso
de artefactos tecnoldgicos, implementando ademé&s de la calculadora, aplicaciones como
Photomath, Excel, GeoGebra, entre otros; y que dependiendo de la capacidad del artefacto
tecnoldgico que se utilice proporciona una aproximacion de los nimeros (independiente de su
naturaleza), promoviendo asi confusiones en los estudiantes entre el nimero y su valor
aproximado (BLOCH, 2018). Ademas, actualmente existen artefactos tecnoldgicos que
introducen signos semioticos como el signo de igualdad y el de aproximacién que quizas pueda
ayudar a la reflexion de “= vs =”.

Igualmente, la intencion de recuperar la propuesta de Bronner es por la pertinencia que
tiene en la formacion de ingenieros ya que, tal y como lo especifica Pluvinage (1988), la
escritura bajo la forma de cifras decimales envia directamente a resultados de medidas,
independiente de todo procedimiento de obtencion. En el campo profesional de un ingeniero se
refleja en el manejo de aproximaciones y el margen de error de disefio y/o de célculo.

Por tanto, como parte de este experimento educativo nos interesa describir y comprender
el trabajo matemaético, entendido como un proceso intelectual humano, el cual es apoyado por
las matematicas y la cultura matematica, en el desarrollo de una tarea (KUZNIAK,
NECHACHE y RICHARD, 2022), que en este caso, corresponde al trabajo de los estudiantes
en las tres actividades didacticas propuestas. Dentro de este contexto las preguntas que
pretendemos responder son las siguientes:

e En qué artefacto (simbodlico y/o tecnoldgico) se apoya la activacion de la génesis
instrumental? y ¢qué dificultades se identifican de acuerdo al artefacto utilizado?

e ;Qué concepciones previas en relacion a ndmero decimal poseen los estudiantes
universitarios?

MARCO TEORICO Y METODOLOGICO

En el disefio de actividades didacticas para esta experimentacion, como el analisis de la
informacidn recolectada, se fundamentan en la Teoria de Sistemas de Representacion Semidtica
(DUVAL, 1999), la cual coloca en relevancia las formas semidticas de representacion de los
objetos matematicos y la coordinacion entre registro de representacion semidtica. Ademas, se
integra la Teoria de Espacios de Trabajo Matematico (ETM) (KUZNIAK, TANGUAY y ELIA,
2016) que permite realizar la organizacion matematica del objeto de estudio dentro del plano
epistemoldgico, que en este caso corresponde a la nocidén de nimeros reales y presenciar
procesos cognitivos en el espacio de trabajo matematico del estudiante (ver Figura 1)
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Figura 1 -Algunos componentes del analisis cognitivo del tema de estudio con la Teoria ETM
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Fuente: Diagrama ETM presentado en Kuzniak, Tanguay y Elia, (2016), adecuado por los autores

En la herramienta metodol6gica que propone la teoria de ETM a través del diagrama,
podemos identificar los elementos del plano epistemoldgico (representamen, artefacto y
referencial) y los procesos dentro del plano cognitivo (visualizacion, construccion, y
discursivo), los cuales se relacionan a través de la activacidn de génesis (semidtica, instrumental
y discursiva), producto del disefio de la tarea propuesta en la actividad didactica y del trabajo
del docente en el aula de clase. Asimismo, en el disefio de la actividad didactica se considera
que el trabajo matematico a realizar contemple la interrelacion entre génesis dando lugar a un
trabajo dentro de los planos [SEM—INS], [INS—DIS] y [SEM—DIS]. O un trabajo de manera
circular, integrando las tres génesis [SEM—INS—DIS] de acuerdo a la tarea propuesta y a los
procesos que provoque en el estudiante y cuyo objetivo final es el éxito de la misma, la cual
seria evidencia del aprendizaje.

LAS ACTIVIDADES DIDACTICAS

De un grupo de dieciocho actividades didacticas disefiadas o redisefiadas, para la
ensefianza del concepto numero real, como para la preparacion del terreno en cuanto a
conocimientos previos que los estudiantes deben de tener para el desarrollo de la propuesta, de
acuerdo al enfoque seleccionado, se seleccionaron tres actividades que son las que aqui vamos
a presentar. El trabajo matematico a desarrollar con estas actividades se contempla en el registro
numérico (Duval, 1999). La actividad previa corresponde a un disefio propio de este proyecto
de investigacion, basado en las dificultades reportadas por Bronner (1997). Las siguientes dos
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actividades corresponden a un redisefio de las actividades utilizadas por Bronner para introducir
el enfoque mencionado.

Actividad previa 1 (AP1)

Consta de nueve preguntas (ver Cuadro 1) que giran alrededor de la tarea principal que
es la identificacion del nimero de cifras decimales que contiene el producto de dos nimeros
decimales finitos y el valor de la ultima cifra decimal de este producto. Cada una de las
preguntas que componen la actividad didactica se han disefiado con el fin de propiciar la
activacion de las génesis semiotica, instrumental y discursiva, no de manera independiente, sino
relaciondndose entre ellas en un trabajo matematico situado en los planos
semiodtico—instrumental (pregunta 1 y 4), semiotico—discursivo (pregunta 3) Yy
semidtico—instrumental—discursivo (pregunta 2, 5, 6, 7, 8 y 9).

Cuadro 1 -Actividad Previa 1 aplicada a estudiantes de licenciatura en ingenieria en el
semestre 2021-1
En las Tablas No. 1y No. 2, cada letra representa un nimero decimal. Utilice los siguientes
numeros decimales para completar las tablas y responder a las preguntas planteadas.

a=12 d=7.0233 g=10.2003452
b=421 e = 8.20545 h =1.254321009
€ =6.205 f=1.201434 j=3.0002156654607
1) Complete la Tabla No. 1, indicando el numero de cifras decimales (cantidad de cifras

después del punto) que tiene el resultado de la multiplicacién de los nimeros dados.
Nota: Por el momento no nos interesa el resultado que se obtiene. Escriba en la tabla solo lo que se
le solicita.

Tabla No. 1
2) Explique brevemente el procedimiento que siguid para completar la Tabla No. 1. Especifique
si para el llenado de la tabla utiliz6 algun instrumento tecnoldgico.
3) Expligue si es 0 no necesario completar las celdas que aparecen en color gris en la Tabla No.
1.
4) Complete la Tabla No. 2 (mismo formato que la Tabla No. 1), indicando la ultima cifra del
producto de los nimeros dados.
5) Explique brevemente el procedimiento que siguid para completar la Tabla No. 2. Especifique
si para el llenado de la tabla utilizé algun instrumento tecnoldgico.
6) Justifique la respuesta dada en la Tabla 1, con respecto a la cantidad de cifras después del

punto que tiene el producto de h*j.
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7) Justifique la respuesta dada en la Tabla 2, con respecto a la Gltima cifra que tiene el producto
de h*j.
8) ¢En términos generales, explique cuéntas cifras decimales debe tener el producto de dos
numeros decimales finitos?
9) ¢En términos generales, explique cuéntas cifras decimales debe tener el cuadrado de un
namero decimal finito y cuél es su Gltima cifra?

Fuente: Actividad didactica disefiada para el desarrollo del proyecto de investigacion

En lapregunta 1 de la actividad didactica se propone activar la génesis semiotica a través
del lenguaje y representacion de namero decimal, nimero de cifras decimales, multiplicacion
de decimales, uso de literales que representan los decimales finitos. Asi como con la solicitud
de completar la tabla realizando la multiplicacién, lo cual implica también la activacion de la
génesis instrumental, que permite dar respuesta a la solicitud de llenado de la “Tabla No. 17 (de
la actividad didactica) haciendo uso de artefactos simbdlicos y/o tecnologicos. Esto es, el
trabajo matematico a realizar por el estudiante en un primer momento, estd enmarcado en el
plano que vincula la génesis semidtica con la instrumental [Sem—Ins].

En relacion a la génesis instrumental que se activa en el trabajo matematico del
estudiante se tiene que dependiendo del artefacto al que se recurra, se permite o0 no un trabajo
eficiente y sin errores de precision. En el caso del artefacto simbdlico, el cual en esta tarea
corresponde al méas eficiente, los estudiantes deberian hacer uso del procedimiento que se
ensefia en el primer afio de secundaria en México (Matemaéticas 1). Es decir, para multiplicar
decimales finitos, se puede quitar el punto decimal, multiplicar los nimeros y, posteriormente,
colocar el punto decimal en el resultado de la forma adecuada (procedimiento soportado en el
valor posicional). Ademas, se esperaria que utilicen un lenguaje matematico, como el de “el
resultado tendrd a lo mas el nimero de cifras decimales que resulte de sumar las cifras
decimales que tiene cada uno de los factores”. O bien, que muestre evidencia de este
razonamiento, colocando una cifra menos, cuando la Gltima cifra decimal corresponde a un 0,
como es el caso de la multiplicacion de a x ¢ (ver Cuadro 1)

En el caso de que el estudiante recurra al artefacto tecnoldgico (calculadora, GeoGebra,
Excel u otro), su trabajo matematico estard influenciado por la capacidad de éste y por la
activacion de su referencial teérico (multiplicacion de decimales finitos) que le permitira
establecer una diferenciacion (si este fuera el caso) entre la respuesta proporcionada por la TIC
y la respuesta que deberia obtener de acuerdo al artefacto simbodlico (algoritmo de la
multiplicacién de decimales finitos). A continuacion, se presenta un panorama breve en relacién
al proceso de instrumentacion ligado a tres artefactos tecnoldgicos.

GeoGebra muestra el desarrollo decimal con una aproximacion de 107, con un
redondeo de la Gltima cifra. Pero, dependiendo de las cifras decimales seleccionadas, la
visualizacion en casos en que no deberia causar dificultad (resultados con menos de 15 cifras
decimales), pueden empezar a causar problemas. Por ejemplo, como es el caso de la
multiplicacién la multiplicacion de h x e (que se muestra en amarillo en la Figura 2a, 2b y 2¢),
en el cual el producto contiene 14 cifras decimales y la Gltima cifra decimal es 5. Para el caso
de un redondeo a 15 cifras decimales, GeoGebra muestra un nimero cuya ultima cifra es 2.
Otro ejemplo del ruido que causa este artefacto tecnoldgico corresponde igualmente con el
redondeo a 15 cifras decimales, en donde para algunas multiplicaciones, cambia su
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representacion de una expansion decimal finita a “quizas” una equivalente con representacion
decimal infinita (por asi llamarlo a la aparicion de cifras con el 9). Esto es,
axd=1.2x7.0233 =8.42796 que sufre un tratamiento por parte del artefacto mostrandolo
como 8.427959999999999. Se ha utilizado el “quizés” dado que el usuario de este artefacto
debe realizar la interpretacion del tratamiento del nimero en sus diferentes representaciones
como: 8.42796 = 8.427959 = 8.42795999. .. Esto Ultimo que se presenta se podria decir que
tiene sentido, no asi la aparicion del 2 como ultima cifra de la multiplicacion de h x e.

En Excel aparece una situacion que puede provocar ain méas confusion en el estudiante,
en aspectos de valor exacto/valor aproximado. El software presenta un desarrollo decimal con
una aproximacion de 10" con un redondeo de la tltima cifra y ademas coloca ceros después
de este redondeo. Pero también hay casos especiales, como cuando el resultado tiene
exactamente 14 o 15 cifras decimales (ver Figura 2c).

En el caso de la calculadora de un Android, su capacidad es mayor y muestra la
aproximacion de 10 (Figura 2d)

Figura 2a -Tabla No. 1 de la AP1 con GeoGebra, redondeo a 13 cifras decimales
E

A B (= D E F G H |
|:| 12 42 6205 7.0233 820545 1201434 102003452 1254321009
12 T 144 5052 7446 84279 9.84654 14417208 1224041424 15051852108
421 5052 177241 26.12305 29568093 345449445 505803714 42943453292 528069144789
6205 7446 26.12305 38502025 435795765 5091481725 7 45489797 63203141966 7783061860845
7.0233 542796 29.568003 435795765 49.32674289 57.520336085 54380314122 7164008444316 8.8004727425007
820545 984654 345449445 5091481725 57629336985 67.3294097025 98583066153 8369842252134 10.2922683232991
1201434 14417208 505803714 7.45489797 8.4330314122 98583066153 1443443656356 | 12.2550415350168  15069330071269
102003452 1224041424 42943453292 63293141966 71.64008444316 8369842252134 12.2550415350168 104.047042199163 12.7945072834123
1254321009 15051852108 528069144789 7783061860845 8.8004727425087 | 102022683232091 | 15069839071269 | 127945072834123 1573321936188
30002156654607  3.6002587985528 12 6300070515895 18.6163382041836 210714146832301 | 246181196321545 | 3.6045611078171 | 30.6032354621469  37632335407183

Fuente: Elaboracion propia con uso de GeoGebra

Figura 2_b -Tabla No. 1 de la AP1 con GeoGebra, redondeo a 15 cifras decimales

Fuente: Elaboracion propia con uso de GeoGebra
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| FB R S ON SIPINIEIE Q
A B C D E F G H |

1 :l 12 a2 5205 70233 8.205450000000001 1201434 10200345199999999 1254321009

2 12 T 144 5052 7445 £427958999999999 | 9.846540000000001 14417208 12240414239999998 15051852108

3 4 5052 17.7241 26.123049999999999 29 568092099999995 345449445 505803714 42943453291999994  5280691447890001
4 6205 7445 26123049999999999 |  38502025000000003 | 43.579576500000002 | 50914817250000006 7.454397969999999 | 63293141965099993 7 783061860845001
5 7.0233 5427059999999999 | 20568092999999998 | 43579576500000002  49.326742389999998  57.629336985000002 8.438031412199999 | 71640084443150992 & 809472742509701
6 | 8.20545000000001 9 846540000000001 345449445 50914817250000006  57.629336985000002 | 67320409702500016  9.8583066153 | 83698422521340007 10.282268323299052
7 1201434 14417208 505803714 7454897969999999  §438031412199999 98583066153 1443443656356 | 12 255041535016797 1 506983907126906
§ | 102003451999991 12240414239999998 | 42043453201099994 |  63203141065999983  71640084443150992 | 83698422521340007 12 255041535016797 104.04704219916303 12794507283412306
9 | 1254321009 15051852108 5280691447880001 7783061860845001 8800472742509701 | 10292268323299052 1506983907126006 | 12 794507283412306  1573321193618778
10 |3.0002156654607  360025879855284 | 12630007951589547 | 18.616338204183645  21.071414683230135 | 24618119632154503 3 604561107817111 | 30603235462146856 3 763233540718272
11



Figura 2c. -Tabla No. 1 de la AP1 con Excel
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5 6.205 38.502025 43.5795765 50.91481725 7.454897970 63.2931419660 18. 836000
[ 7.0233 49.32674289 57.629336985 B8.4380314122 71.64008444316 B.8094727425097 21.07141468323010000
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8 1201434 1.443443656356 12.2550415350168 1.506983907126910 3.6045611078171100000
9 10.2003452 104.04704219916300 12.7945072834123000 30.60323546214690000000
10 1.254321009 1.573321193618780000 3.7632335407182700000000
11 | 3.0002156654607 9.00129403927575000000000000
12

Fuente: Elaboracion propia con uso de Excel

Figura 2d — Calculadora de Android: Resultado de hxe (pantalla vertical y pantalla

horizontal)
10,202268323209 10,29226832329905
) 1/x ne s m
mec m+ m- mr : i & - “ “
X I IR 7 8 9 =
© = X a e In log 4 5 6 +
2 3 9 o n cos tan 1 2 3
n % 0

Fuente: Elaboracion propia con uso de un Android

Actividad 1 (A1)

Consta de dos preguntas (ver Cuadro 2) que giran alrededor de la tarea principal de
aplicar los operadores “la raiz cuadrada de” y ‘el cuadrado de” para numeros que son
cuadrados perfectos y reflexionar sobre la naturaleza de los nimeros que se obtienen en
relacion a su expansién decimal.

Cuadro 2 -Actividad 1 aplicada a estudiantes de licenciatura en ingenieria en el
semestre 2021-1

1) Si es posible, completen con uno o varios numeros, los espacios vacios de la tabla.
En caso de gue no se pueda, coloquen una X.

x 5 g

E 169 -225 0 % % %

x 1.5 3.141592654

xt 1.8496 0.0000390625 %
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2) Expliguen brevemente el procedimiento que siguieron para completar la Tabla No. 1.
En el caso de que no hayan podido completar, expliquen la razén de ello.
Fuente: Actividad didactica tomada de Bronner (1997) y redisefiada para efectos de la investigacion

Con el grupo de numeros que se presentan en esta actividad didactica, se procura activar
un trabajo matematico dentro del plano [Sem—Dis] en relacion a la nocidon mas basica de “la
raiz cuadrada”, la cual Bronner (1997, 2005) le 1llam6 el modelo cuadrado perfecto (CP). Se
incluyen fracciones no decimales, a fin de que surja de manera natural la representacion de
nameros decimales con expansion infinita periodica. También se incluyen decimales finitos,
uno de ellos parecido a m. Se analizan los tratamientos dentro del mismo registro numerico,
identificando si ello produce dificultades en términos de “valor exacto/valor aproximado”,
como también al trabajo matematico en particular propio de la instrumentacion en relacion al
artefacto tecnoldgico.

Actividad 2 (A2)
Corresponde a la misma tarea que la A1, solo que se incluyen nimeros que son y que
no son cuadrados perfectos (ver Cuadro 3).

Cuadro 3 -Actividad 2 aplicada a estudiantes de licenciatura en ingenieria en el
semestre 2021-1
Si es posible, completen con uno o varios nimeros, los espacios vacios de la tabla. En caso
de que no se pueda, coloquen una X.

X x Justificaclin
2. 236006
5

1
3

100

144

49

1.03

1.1025

|.03

9072234360225

12

12.623

Fuente: Actividad didactica tomada de Bronner (1997) y redisefiada para efectos de la investigacion
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Se espera que los estudiantes identifiquen la diferencia entre las respuestas que
proporciona el artefacto tecnoldgico entre un calculo exacto y un calculo aproximado, asi como
los tratamientos que éste realiza en el registro numérico. De acuerdo a la capacidad del artefacto
tecnologico, es posible tener las dos opciones mencionadas. Es decir, al utilizar la tecla “\
bien se puede visualizar su valor exacto y en algunos casos con un tratamiento en el registro
numérico, o bien se puede visualizar la representacion decimal. Por ejemplo, para el caso de la
raiz de 4.9 es posible obtener %t_o 0 2.213594362. Si se usa Photomath se tienen las dos

) . 710 , , .
opciones a la vez. Es decir, en la pantalla aparece “= T” y en renglon mas abajo aparece

“~2.211359”.

Con la representacion decimal se pretende propiciar la reflexion en funcion del caracter
finito o infinito de la expansion decimal de estos nimeros. Elementos como el valor de la Gltima
cifra decimal y el nimero de cifras decimales obtenidos al elevar un nimero al cuadrado,
discutidos en las actividades previas, son factores primordiales en el caracter finito/infinito de
la expansion decimal.

LA EXPERIMENTACION

Las actividades didacticas se colocaron a prueba en el semestre 2021-1 con dos grupos
de estudiantes de la licenciatura de ingenierias que cursan calculo diferencial. En el primer
grupo se trabajo con 22 estudiantes y en el segundo con 26 estudiantes. Las actividades
didacticas fueron desarrolladas por los estudiantes de manera autbnoma y asincrénica en un
ambiente no presencial, ello por el contexto de pandemia. Los resultados que en la siguiente
seccion se reportan corresponde al trabajo individual que forma parte de la primera etapa de la
metodologia de ensefianza contemplada en el experimento de ensefianza (BORBON, 2003;
PAEZ, 2004; HITT y QUIROZ, 2019).

De acuerdo a nuestros intereses y a las preguntas de investigacion planteadas, en el
analisis de la informacion presentamos un analisis descriptivo de los resultados obtenidos en
esta primera etapa dentro de este experimento educativo. Aunque hacemos uso de lo
cuantitativo para dar una idea global de la caracterizacién realizada, como ya lo mencionamos,
nos interesa analizar el trabajo matematico que desarrollan los estudiantes, asi como las génesis
activadas y artefactos utilizados en este trabajo. De la misma manera, identificar las
concepciones previas que florecen en base a la actividad propuesta y que pueden actuar como
barrera en el desarrollo del enfoque de ensefianza de los nimeros reales.

RESULTADOS
A continuacion presentamos el analisis del trabajo escrito de los 48 estudiantes que
hicieron entrega de las actividades didacticas ya descritas.

Actividad Previa 1
De acuerdo al objetivo y disefio de la actividad previa 1, en la Tabla 1 se puede
evidenciar, que la mayoria de los estudiantes realizaron su trabajo matematico en el plano
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[Sem—1Ins]. Son pocos los estudiantes que tienen éxito en la tarea que corresponde a la
precision del nimero de cifras del producto de dos decimales finitos y a la identificacion de la
ultima cifra decimal de dicho producto. Gran parte de los estudiantes presento respuestas con
errores de precision a causa especifica del uso del artefacto tecnoldgico. Ello nos lleva a
reflexionar sobre el proceso de instrumentacion que realizan estos estudiantes. Se puede inferir
que este proceso se realiza de manera “automatizada” con el fin de completar la tarea y sin
tomar conciencia de la limitacion del artefacto tecnolégico usado, ni tampoco de la respuesta
que deberia de obtener con o sin él. Es decir, en el trabajo matematico desarrollado no se
evidencia la activacion del referencial tedrico apropiado a la tarea propuesta.

Tabla 1. -Categorizacion del trabajo matemaético de los estudiantes, preguntas 1y 4.

Categorizacion Subcategorizacion NO'. de
estudiantes

1. Uso del artefacto simbdlico. 6
2. Uso del artefacto tecnoldgico. Sin errores de preC|§|9,n >

Con errores de precision 26
3. Uso del artefacto simbolico y | Sin errores de precision 0
tecnologico Con errores de precision 4
4. Otras respuestas 6
5. No responde 1

Fuente: Elaborado por los autores

En las preguntas 2 y 5 la interpretacion de la consigna “explique brevemente el
procedimiento que siguieron para completar la Tabla” depende del artefacto utilizado. En el
caso de seis estudiantes que utilizaron el artefacto simbolico, si procedieron a dar una
explicacién del algoritmo utilizado en un lenguaje natural y en algunos casos haciendo uso de
ejemplos numéricos. Aunque no fueron mas alla del algoritmo y ninguno utiliza frases como
“a lo més tendra...”. Los 31 estudiantes que utilizaron el artefacto tecnoldgico manifestaron
Unicamente que utilizaron una calculadora, o algun otro artefacto, y en su mayoria hicieron la
multiplicacién una por una, es decir, un procedimiento poco eficiente y sin ninguna reflexién
de la respuesta obtenida. Ello se debe a la confianza absoluta que los estudiantes depositan en
las TIC y las respuestas proporcionadas por éstas, tal como aparece reportado en la literatura
(LARIOS y GONZALEZ, 2010; PAEZ y PLUVINAGE, 2019; 2018).

El disefio de las Tablas No. 1 y No. 2 de la actividad didactica (ver Cuadro 1), se les
presentd en gris las celdas que se pretendia que no completaran dada la aplicacion de la
propiedad conmutativa y que correspondian a un mismo resultado de las celdas en blanco, pero
no se les indicd si tenian o no que completarla. La idea de fondo del disefio de utilizar el color
gris es que los estudiantes tomaran este color como un acuerdo semidtico de no completar,
utilizando la misma idea que se usa en los crucigramas. Pero dado que en una experimentacion
previa se presento el fendmeno de que los estudiantes completaron toda la tabla, surge asi la
pregunta 3 con el fin de explorar sobre la apropiacion de la propiedad conmutativa. Asi se tuvo
gue 19 estudiantes ejecutaron la accion de completar las tablas completamente, es decir,
también llenaron las celdas marcadas en gris. Solo uno de ellos hizo referencia en un lenguaje
simbolico a la propiedad conmutativa, pero aun asi ejecutd esta accion. Fueron 13 estudiantes
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los que no completaron las tablas, argumentando de manera simbolica (3 estudiantes), haciendo
referencia especifica al nombre de la propiedad (2 estudiantes) o en un lenguaje natural
refiriéndose a que son los mismos procedimientos por lo tanto es el mismo resultado (8
estudiantes). Hubo 10 estudiantes que no completaron la tabla, pero en su explicacion no hay
evidencia del manejo de la propiedad conmutativa. En resumen, si hay una activacion de la
génesis semidtica, pero no asi de la genesis discursiva. Son pocos los estudiantes que realizan
un trabajo en el plano [Sem—Dis].

Una modificacion importante que se le realizd a la actividad didactica entre la
experimentacion previa y la que aqui se reporta, tiene que ver con las respuestas obtenidas en
las preguntas 6 y 7 y el rol de las literales utilizadas para representar cada uno de los nimeros
decimales propuestos en la actividad didactica. En la primera experimentacion dentro de las
literales utilizadas estaba x e y, lo cual conlleva a que algunos estudiantes le cambiaran el rol
de constante al rol de variable. Es como lo afirman Kuzniak y sus colegas (2018): la
visualizacion influye en el trabajo matematico y, como ellos lo ejemplifican, una x dentro de
una figura fomenta que los estudiantes planteen una ecuacion. En este caso el uso de las
etiquetas “X” e “y” fomenta que se les otorgara el significado de variables. Con el cambio
realizado por h y j se evit0 esta situacion en la experimentacion reportada.

En términos generales, para las preguntas 6 y 7 se mantienen los comportamientos
presentados en las preguntas 1, 2, 4 y 5. Es decir, a pesar de que en estas preguntas se precisa
que justifiquen las respuestas proporcionadas en las tablas, los 31 estudiantes que utilizaron el
artefacto tecnologico les parece suficiente con mencionar que “contaron’ las cifras para colocar
el nimero solicitado y que “tomaron” la tltima cifra que les mostraba el artefacto. Para algunos
estudiantes en esta categoria la justificacion se basé en colocar los numeros que corresponden
a las literales mencionadas y colocar el numero dado por éste.

Finalmente, las preguntas 8 y 9 son contestadas con un “cierto éxito” por tan solo cinco
estudiantes, tres de los cuales desarrollaron la actividad didactica con el uso del artefacto
simbolico, uno con ambos artefactos y otro con el artefacto tecnoldgico. Se menciona un “cierto
éxito” dado que su explicacion se basa en un lenguaje natural y cuando recurren a un lenguaje
simbdlico no hay evidencia de un manejo eficiente de éste (ver Figura 3), asimismo, hay una
ausencia de un lenguaje matematico necesario como por ejemplo “a lo mas”, y de una precision
en la terminologia utilizada, como al usar el término “producto” en vez de “factor”.

Figura 3 -Respuesta del estudiante E14

8) ;En términos generales, expliquen cuantas cifras decimales debe tener el producto de dos
niumeros decimales finitos?

Con los nimeros que estuvimos trabajando son nimeros decimales finitos

Entonces el resultado de las cifras decimales que debe tener el producto de niimeros decimales finitos no
es mas que la suma de las cifras decimales de cada producto que tengamos.

Es decir

(n) de cifras decimales + (n) de cifras decimales = (n) de cifras decimales

Fuente: Informacidn recolectada en la investigacion desarrollada
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Con la tarea planteada en esta actividad didactica, se evidencia que el trabajo
matematico de la mayoria de los estudiantes en relacion al proceso discursivo es insuficiente.
Hay un trabajo en el plano [Sem—Ins] que requiere de la vinculacion de la génesis discursiva.

Actividad 1 (A1)

El uso de artefactos tecnologicos para el desarrollo de esta actividad didactica aunado a
las nociones previas que se poseen los estudiantes y que se evidencian en su trabajo matematico,
permitio identificar concepciones (DUROUX, 1983) o teoremas en accion (VERGNAUD,
1991). Entre las mas notables podemos mencionar las siguientes:

I Dificultades en el tratamiento dentro del registro numérico o un teorema en
accion. Para el numero 0.0000390625 algunos de los artefactos tecnoldgicos, por ejemplo las
calculadoras cientificas CASIO fx-350ES, proporcionan como respuesta la fraccion 1/160.
Haciendo uso de la tecla que proporciona la representacion decimal proporciona la respuesta
6.25 * 103, Este tratamiento en el registro numérico causé ruido en nueve estudiantes que
colocaron la X para este numero especifico. De acuerdo a la indicacién de la actividad didactica
la X especifica que no se puede completar con un namero. El trabajo realizado por los
estudiantes de manera escrita es insuficiente para entender esta situacion. Es asi que acudimos
a la pregunta planteada en la discusion grupal. Esta fue “;Por qué no se puede completar con
un nimero?”, a lo que un estudiante manifesto: “obtuve 6.25 * 10 y pienso que es un error de
la calculadora”. Es decir, la respuesta proporcionada en notacién cientifica no es reconocida
como numero. Ningun otro estudiante manifestod otra nocién. Otra concepcion o teorema en
accion que pudiera existir detras de esta respuesta es que la raiz cuadrada de un namero en
representacion decimal no puede ser una fraccion. Esta ultima nocién esta relacionada con la
dificultad identificada en la experimentacion de Bronner (1997) de que una fraccion no puede
ser un decimal, o dificultades en términos de identificacion de representaciones de un mismo
nimero (PAEZ, et al., 2012).

ii. Errores de precision. La mayoria de los estudiantes no establecen diferenciacion
entre un calculo exacto y un calculo aproximado. No hay un planteamiento de cuestiones como
¢cuantas cifras decimales debe de tener el calculo realizado? o ¢el artefacto tecnoldgico me
proporciona un calculo exacto? En términos generales, la manipulacion del artefacto sigue
siendo de manera automatizada. Por ejemplo, s6lo cuatro estudiantes tuvieron “éxito” en esta
tarea, tres de los cuales mantuvieron la misma representacion en el registro numérico y un
estudiante realiz6 un tratamiento en el que surgieron los tres puntos que representan la
periodicidad infinita de la expansion decimal. El resto de estudiantes trabajé con
aproximaciones que les proporciond el artefacto tecnoldgico. En el caso de 3.1415926542, la
precision de todas las cifras decimales no es relevante. Para cuatro estudiantes hay una
equivalencia entre el calculo mencionado y m?. No hay un uso del signo “~”. En el caso de
fracciones no decimales surgié la expansion decimal infinita periddica, pero predominé el
redondeo dado por el artefacto tecnoldgico y no su escritura semiotica equivalente con los
signos propios que indican la periodicidad infinita. O bien, establecen equivalencias entre la
fraccion decimal y la no decimal, como, por ejemplo, el estudiante E17 planteo la siguiente

. 625 227
igualdad 1= 100
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iii. Existencia de la raiz de un cuadrado perfecto negativo. Para 20 estudiantes

. , -9 -3 . . .
existe la raiz cuadrada de v—225=-15 0 /W = = Se evidenciaron representaciones

espontaneas de los estudiantes (HITT, 2003) como % 0 nociones en la que colocan la X porque

el artefacto tecnoldgico les indica que es un error y el estudiante lo relaciona como un nimero
irracional.

Con la tarea planteada en esta actividad didactica, el trabajo matematico realizado por
los estudiantes estuvo dimensionado en las tres génesis. La activacion de la génesis discursiva
y semidtica permite evidenciar concepciones y/o teoremas en accion que estan dentro del
referencial tedrico personal.

Actividad 2 (A2)

El trabajo matematico realizado por los estudiantes en esta actividad didactica también
esta influenciado fuertemente por el artefacto tecnoldgico. En relacion al uso del artefacto, la
Teoria ETM especifica que el artefacto influencia el proceso de visualizacion y los signos
encontrados en el representamen. Es asi que, a partir del artefacto tecnolégico utilizado por los
48 estudiantes, se ha encontrado que solo el estudiante E47 proporciond el valor exacto de casi
todos los numeros que no son cuadrados perfectos. Es decir, expreso la respuesta con el simbolo
de raiz, aungue no mostro evidencia en su discurso de que hay una comprension de la naturaleza
de estos numeros. Por ejemplo, dado que su instrumento no realiz6 ningin tratamiento
numérico para obtener la raiz de 12.623, coloct un valor aproximado sin especificacion alguna
que corresponde a una aproximacion sustentado en la cantidad de cifras decimales. No surgio
por parte de los estudiantes el uso del simbolo “~”. Para E47, asi como también para seis
estudiantes mas, la confianza de que su resultado correspondia a un valor exacto se depositd en
el artefacto tecnoldgico dado que, al elevar al cuadrado, éste les proporciono el nimero al que
tenian que sacarle la raiz cuadrada. Esto es una limitacion de los artefactos tecnoldgicos que a
partir de cierta aproximacion realiza equivalencias no existentes entre los nimeros.

En términos de la presencia 0 ausencia de signos en el trabajo matematico de los
estudiantes vinculados al artefacto tecnoldgico, se evidencié que ninguno de ellos utilizé alguno
que hiciera una diferenciacion entre “="y “~”. En este aspecto, consideramos que este trabajo
realizado con la aplicacion de Photomath pudiera motivar la reflexion en los estudiantes sobre
calculo exacto y calculo aproximado ya que esta aplicacion presenta en su pantalla los dos
calculos, el que corresponde al exacto el cual lo precisa con el simbolo “="y el aproximado
que lo presenta a diferencia de la calculadora, o de GeoGebra o de Excel, con el simbolo “=”.

ALGUNAS REFLEXIONES Y PERSPECTIVAS

En el interés de introducir los ndmeros reales con el enfoque desarrollo decimal
finito/infinito, a través del operador raiz cuadrada, e iniciando en el registro numérico, asi como
también parte de la primera pregunta de investigacion aqui planteada, se evidencia que en el
trabajo matematico de los estudiantes prima la activacion de la génesis instrumental con el uso
de artefactos tecnologicos. El uso de algunos de estos artefactos, promueve confusiones como
las ya mencionadas por Bloch (2018), pero a su vez, también promueven que afloren
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concepciones en relacién a la identificacion del nimero y sus representaciones (PAEZ et al,
2012.

El analisis del trabajo matematico de los estudiantes en relacion a los artefactos usados
nos direcciona a que en el disefio de las actividades didacticas se promueva la transformacion
de dicho trabajo y que en la activacion de la génesis instrumental se equilibre este acercamiento
numérico. Ello promoviendo una confrontacion entre el trabajo realizado con artefactos
tecnoldgicos seleccionados especificamente para nuestro objetivo y el trabajo realizado con el
artefacto simbdlico. Siendo necesario para esto ultimo que el estudiante posea un referencial
tedrico pertinente.

En relacion a la segunda pregunta de investigacion, hemos detectado deficiencias de
conocimientos matematicos que traen los estudiantes del nivel medio superior, que impiden
avanzar con la profundidad necesaria para la construccion de la nocion de nimero real. La
aplicacion de estas tres primeras actividades didacticas propicio un trabajo matematico en las
tres genesis, que permitié determinar concepciones difusas e incoherentes que tienen los
estudiantes y con las cuales, como dice Artigue (2001), hay que enfrentarlos para generar un
conflicto cognitivo y de esta manera intentar sobrepasar.

De acuerdo con la metodologia de ensefianza que se tiene contemplada para estos
experimentos educativos, las concepciones identificadas en las actividades didacticas,
corresponden al punto de partida para la discusion grupal.

Como perspectiva de esta investigacion, esta el redisefio de las actividades didacticas en
base a los resultados aqui obtenidos, asi como la propuesta del redisefio de programas de
estudios con un enfoque especifico para la ensefianza de numero real. Es decir, mas que
enfocarse primordialmente en la ensefianza de las operaciones con los numeros reales, se debe
ir en la direccion de procurar la ensefianza de las propiedades discreto-denso-continuo.
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