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RESUMO

Evidencia-se a necessidade da insercdo de conteudos relativos a Geometria Nao Euclidiana na proposta curricular
do Curso de Formacdo de Professores de Matematica. Nessa perspectiva, tem-se como objetivo, nesta pesquisa,
propor Oficinas de Praticas Matematicas, na formagao de professores, para fomentar a insercdo de assuntos da Ge-
ometria Nao Euclidiana no curriculo de cursos de licenciaturas em Matemética. Para levar a cabo essa proposicao,
desenvolveu-se uma pesquisa-a¢do com alunos do sétimo semestre da Licenciatura em Matematica do Instituto
Federal de Educacao, Ciéncia e Tecnologia do Maranhao. O quadro tedrico adotado foi a Teoria Antropoldgica do
Didatico, que elenca ferramentas necessdrias para o desenvolvimento de Oficinas de Praticas Matematicas como
dispositivo de formacao de professores. O resultado aponta as oficinas como um dispositivo importante para inserir
a Geometria Nao Euclidiana na formacao de professores de Matematica e fomentar a presenca deste campo da
geometria na proposta curricular do Curso de Formacéo de Professor de Matematica no Maranhé&o.
Palavras-chave: Formacdo de Professores; Geometria Nao Euclidiana; Oficina de Praticas Matematicas.

ABSTRACT

The need to include content related to Non-Euclidean Geometry in the curricular proposal of the Mathematics
Teacher Training Course is evident. From this perspective, the objective of this research is to propose Mathematical
Practice Workshops in teacher training to encourage the inclusion of Non-Euclidean Geometry subjects in the cur-
riculum of undergraduate Mathematics courses. To carry out this proposition, action research was developed with
students in the seventh semester of the Federal Institute of Education, Science and Technology of Maranhao. The
theoretical framework adopted was the Anthropological Theory of Didactics, which lists easy tools for the develop-
ment of Mathematical Practice Workshops as a teacher training device. The result points to workshops as an impor-
tant device to insert Non-Euclidean Geometry in the training of mathematics teachers and encourage the presence
of this field of geometry in the curricular proposal of the Mathematics Teacher Training Course in Maranhao.
Keywords: Teacher training; Non-Euclidean Geometry; Mathematical Practices Workshop.

RESUMEN

Se evidencia la necesidad de incluir contenidos relacionados con la Geometria No Euclidiana en la propuesta curri-
cular del Curso de Formacion de Profesores de Matematicas. Desde esta perspectiva, el objetivo de esta investigaci-
6n es proponer Talleres de Practica Matematica en la formacion docente para incentivar la inclusion de asignaturas
de Geometria No Euclidiana en el curriculo de las carreras de Graduaciéon en Matematicas. Para llevar a cabo esta
propuesta, se desarrollé una investigacién-accidon con estudiantes del séptimo semestre de la carrera de Matemati-
cas de lo Instituto Federal de Educacién, Ciencia y Tecnologia de Maranhao. El marco teérico adoptado fue la Teoria
Antropoldgica de la Didactica, que enumera herramientas necesarias para el desarrollo de Talleres de Practica Ma-
tematica como dispositivo de formacién docente. El resultado apunta a los talleres como un dispositivo importante
para insertar la Geometria No Euclidiana en la formacion de profesores de matematicas y fomentar la presencia de
ese campo de la geometria en la propuesta curricular del Curso de Formacion de Profesores de Matematicas de
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3 Doutor em Educacdo Mateméatica pela Pontificia Universidade Catolica de Sdo Paulo (PUC-SP). Professor da Universidade Federal do
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Maranhdo.
Palabras clave: Formacion de profesores; Geometria no euclidiana; Taller de Practicas Matematicas.

INTRODUCAO

A geometria, segundo Boyer (2003, p. 4-5) esta ligada as acdes humanas desde os
primérdios da civilizacao. Nesse sentido, as praticas com geometria sao remetidas ao Egi-
to antigo, Babilonia, Grécia etc. Mas, foi por intermédio dos gregos que os conhecimentos
geométricos alcancaram os resultados e significados que conhecemos hoje. Outros povos
da Antiguidade usavam seus resultados sem a preocupacao de justifica-los. Mas, os gregos,
levados pela inquietacao do saber, além de utilizarem de forma prética a geometria, busca-
ram entendé-la e justifica-la e sao os responsaveis por sua difusao para o resto do mundo.

Dessa justificativa, surgiu uma estrutura sistematica que apresentava a matematica
como uma ciéncia dedutiva. Dentro dessa estrutura, estava o Quinto Postulado, de escrita
complexa e diferente, que nao podia ser deduzido dos outros quatro, o que o tornava mis-
terioso.

Segundo Leivas (2013, p. 648), “o quinto postulado de Euclides, conhecido como o
Postulado das paralelas, ja causava incbmodo e controvérsia desde sua apresentacao”. O
proprio Euclides evitava emprega-lo em suas demonstragdes, o que conduziu a suspeita de
que se tratava de uma proposicao que tentaram em vao demonstrar, enquanto outros pro-
punham sua eliminacao do sistema axiomatico.

A independéncia desse postulado, em relacao aos quatro primeiros, s6 foi percebi-
da no século XIX. A negacao do Quinto Postulado abria um universo geométrico no qual o
Quinto Postulado nao era valido. Nessa perspectiva, surgiram a Geometria Hiperbdlica e a
Geometria Eliptica que, juntas, construiram outro contexto epistemolégico que fundamenta
esta pesquisa, a qual tem por objetivo propor Oficinas de Praticas Matematicas na formacao
de professores para fomentar a insercao de assuntos da Geometria Nao Euclidiana no curri-
culo de cursos de licenciatura em Matematica, devido a importante necessidade de contex-
tualizar a formacao do professor de Matematica no modelo geométrico, que se aproxima da
forma curva do mundo.

A problematica se impde sobre o estudo de geometria, na escola, em virtude de his-
toricamente, nas salas de aula de matematica, a abordagem da geometria sempre estar vin-
culada ao universo euclidiano, desde o ensino fundamental até o ensino médio. Na maioria
das vezes, chega-se a concluir o ensino superior e essa realidade ndao muda.

Convém esclarecer que nao se trata de a Geometria Euclidiana ser menos importan-
te, ja que ela evidencia o compasso no inicio da construcao cientifica e que, na atualidade, é
usualmente empregada em varias aplicagdes, como, por exemplo, no campo da engenharia
civil. No entanto, grandes distancias, como a distancia da cidade de Barcelona, na Espanha,
a cidade de Téquio, no Japao, nao podem ser medidas a partir de conceitos euclidianos.
Caso considerassemos o Planeta Terra como uma esfera, teriamos a Geometria Esférica, Nao
Euclidiana, que pode se incumbir de estudar distancias sobre a esfera, triangulos esféricos,
astronomia e outras aplicagdes, incluindo a navegacgao, que podemos encontrar no texto de
Zanella (2013).
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Por essa razao, a opgao por incluir a Geometria Nao Euclidiana na formacao do pro-
fessor de Matematica é uma tentativa de confrontar o ensino cldssico, em que a geometria
se caracterizava, dentre outros aspectos, pelas longas listagens de termos para memorizar,
com énfase nos exercicios, na repeticao de conceitos ou formulas.

Nesse contexto, o ensino da Matematica, mais precisamente o Ensino da Geometria,
em seus diferentes niveis, deve manter-se atualizado com uma estruturacao Nao Euclidiana;
como defendida por Ribeiro (2012) e Carli (2019), que vislumbram a possibilidade/necessi-
dade do ensino da Geometria Nao Euclidiana desde o Ensino Médio.

Segundo Kaleff (2010, p. 3), foi “através das novas geometrias que os cientistas inicia-
ram a busca por explicar o mundo fisico dos nossos dias”. Assim, além de professores bem
formados e atualizados, a escola como local de vivéncias de situagdes de ensino deve possi-
bilitar aos educandos estratégias pedagdgicas que lhes permitam refletir sobre o contexto
das modificacoes cientificas e tecnoldgicas proporcionadas desde o século XIX.

Os conhecimentos matematicos (geométricos) a serem apresentados, alguns de ca-
rater ndo euclidianos, devem fazer parte desse ambiente que tem a responsabilidade de
apresentar ao educando desafios, estimulando suas capacidades cognitivas e emocionais,
de forma a permitir-lhe conhecer o novo e, nele, questionar, pesquisar e, em particular, sa-
ber identificar formas que o levem a crer que o mundo onde vive possui caracteristicas Nao
Euclidianas.

Para levar a cabo essa proposta, realizamos um estudo histérico-epistemoldgico e
bibliografico que nao apresentaremos aqui na totalidade, mas discorreremos de forma dia-
logada sobre esses estudos ao longo de texto.

Para estruturar a pesquisa no ambito tedrico-metodolégico, fundamentamo-nos na
Teoria Antropoldgica do Didatico — TAD, mais precisamente no dispositivo de formacao de
professores cunhado na TAD como Oficinas de Praticas Matematica4 (OPM).

Trata-se de uma pesquisa qualitativa do tipo pesquisa acao (TRIPP; WILSON, 2021),
contando com a participacao de dezoito alunos do curso de licenciatura em matematica do
Instituto Federal de Educagao Ciéncia e Tecnologia do Maranhao (IFMA). Os referidos alunos
ja haviam cursado a disciplina Geometria Plana e Espacial (90 horas) e para o desenvolvi-
mento das 8 oficinas se organizaram em grupos de seis componentes.

ENREDO DA PESQUISA

E do nosso conhecimento que a Geometria Euclidiana é uma geometria definida
para superficies planas, porém sabemos que nosso mundo nao é plano. Nestas condicoes,
é comum surgir o questionamento: A Geometria Euclidiana é a geometria que representa o
espaco que vivemos? Esse questionamento aparece naturalmente num contexto introduté-
rio de Geometria Nao Euclidiana, pois coloca-nos em uma conjuntura epistemolégica que
envolve histéria da ciéncia e histéria da matematica, em particular, histéria da geometria.

Além do mais,

4 Do original em francés Talleres de Praticas Matematicas.
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[.] 0 estudo das Geometrias ndo Euclidianas permite romper o paradigma euclidiano
da existéncia de uma Unica Geometria verdadeira para a interpretacédo e descricdo
do espaco, mostrando que existe uma multiplicidade de sistemas geométricos logi-
camente consistentes. Dessa forma, o conhecimento de outras geometrias permite
mostrar as diversas possibilidades de interpretacédo do espaco e das aplicacbes dessas
geometrias nos fendmenos do mundo real (CAVICHIOLO, 2011, p. 106).

Analisando a controvérsia, vemos que, quando superficies curvas estdao envolvidas,
como a proépria curvatura do planeta, por exemplo, a Geometria Euclidiana nao possibilita o
estudo; esses estudos estao incluidos em um contexto Nao Euclidiano, assim “nao podemos
continuar limitando o pensamento do homem moderno, quando diante dele existem fatos
que a Geometria euclidiana nao explica” (PATAKI, 2004, p. 2).

Convém ressaltar que:

Muitos dos problemas do cotidiano e do mundo cientifico sé sao resolvidos pelas
Geometrias Nao-Euclidianas. Um exemplo sdo os estudos que resultaram na Teoria
da Relatividade, em que a geometria do espaco, usada por Albert Einstein, foi uma
Geometria Nao-Euclidiana, de modo que conceitos, como a luz se propaga ao longo
de geodesias e a curvatura do espaco é determinada pela natureza da matéria que o
preenche, foram fundamentais (PARANA, 2008, p. 56).

A partir do século XIX, surgiram sistemas geométricos que nao eram euclidianos,
como a Geometria Fractal®. A Geometria Projetiva, em particular, desenvolvida a partir do
Renascimento, com os estudos de perspectiva, é anterior ao século XIX. Segundo Courant e
Robbins (2000), trata-se de uma Geometria Nao Euclidiana, uma vez que no espaco projetivo
o Quinto Postulado de Euclides ndo se verifica, ou seja, nesse espaco, dadas duas retas pa-
ralelas, elas se interceptam intuitivamente, num lugar chamado de ponto no infinito sobre
a reta.

Nestas condicoes, evidenciamos a necessidade do estudo

[..] das Geometrias ndo Euclidianas na formacao inicial do professor de Matematica,
além de contribuir na compreensdo dos conceitos geométricos, constitui-se em tema
proficuo para levar o futuro professor a compreenséo da natureza e do processo de
producéo da Matemadtica. [...] conhecer estes aspectos do conhecimento matematico
podera ser relevante para a formacao do professor, oportunizando a aquisicdo de um
conhecimento mais profundo da Matemética, uma vez que a situa em um contex-
to mais amplo do que o de suas relagcdes internas, ou seja, envolve o conhecimento
matematico historicamente produzido no contexto das relacdes sociais e culturais no
qual se processaram (CAVICHIOLO, 2011, p.21).

No sentido de encaminhar alternativas para o ensino dos conteudos vinculados a
Geometria Nao Euclidiana, devem-se criar agdes pedagdgicas que funcionem como pontes
que interligam o meio (processo de ensino) e o fim (a aprendizagem do aluno). Essas acdes
educativas buscam construir um polo de constantes debates em torno dos temas, que pos-
suem em comum a democratizacao de conceitos e teorias ligadas a Geometria Nao Euclidia-
na, como ciéncia, que a consolidam como disciplina.

5 Ageometria fractal ¢ uma geometria ndo euclidiana que desenvolve o estudo dos subconjuntos complexos de espacos métricos. E a parte da
matemdtica que estuda as propriedades e os comportamentos dos fractais, a qual descreve situacdes que a geometria cldssica ndo poderia
explicar.
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Portanto, melhorar a interagcdo entre o que possa ser euclidiano ou nao euclidiano é
idealizado a partir de nossas OPM, que aproximam alunos e professores de um modelo de
ensino que expde a existéncia da Geometria Nao Euclidiana. Nestas condi¢des, na formacgao
do licenciado em Matematica, a auséncia desta Organizacao Matematica (OM) conduz o en-
sino a continuidade do curriculo atual, que precisa ser debatido. Uma vez que sabemos que
o ensino precisa de formacao continuada, politizada e critica, o estudo de contelddos nao
euclidianos contribui na formacao do professor para o entendimento do avanco cientifico,
da pratica matematica, bem como dissemina metodologias inovadoras voltadas para o en-
sino desta area da matemética.

FUNDAMENTACAO TEORICO-METODOLOGICA

Segundo Bosch e Gascén (2010), a Oficina de Praticas Matematicas (OPM) é um dis-
positivo didatico cuja principal funcao é a de legitimar, institucionalizar e fazer visivel o mo-
mento do trabalho da técnica dentro dos processos didaticos escolares. Sua origem se deu
nas universidades espanholas com a busca de superar as limitacdes intrinsecas da estrutura
binaria classe de teoria/classe de problemas, relativas aos problemas docentes habituais, que
influenciam na estrutura do ensino, baseados em um modelo epistemolégico marcado por
teorias e tecnologias matematicas que estao intimamente ligadas a constru¢ao ou a adapta-
¢ao do bloco pratico-técnico (tarefa e técnica) das Organizagdes Matematicas () e do bloco
tecnolégico-tedrico (tecnologia e teoria) do saber.

Nestas condicdes, no que se refere a classe de teoria, cabe ao professor introduzir as
componentes do bloco tecnoldgico-tedrico da OM que objetiva mostrar o contexto tedrico
da Geometria Nao Euclidiana que fundamenta e justifica a pratica.

Vale ressaltar que

A anélise do funcionamento controlado das OPM permite colocar de manifesto sua
capacidade de incidéncia sobre os dispositivos didaticos existentes e sobre a vida do
resto das dimensdes do processo de estudo. Em particular, se evidenciou sua capaci-
dade para integrar trés momentos didaticos que aparecem claramente desvinculados
na organizacao tradicional: o momento exploratério, o tecnoldgico tedrico e o do tra-
balho da técnica [..] (BOSCH; GASCON, 2010, p. 68, traducdo nossa).

O funcionamento geral de uma OPM pode ser descrito, ao retomarmos uma OM pon-
tual previamente estabelecida, ou seja, citar um tipo de problema previamente explorado
pelo grupo de alunos, para o qual dispomos de um embrido da técnica de estudo.

Nesse contexto, uma OM apresenta a teoria fazendo trabalhar a técnica disponivel,
com o objetivo de enriquecé-la com novos problemas, criando uma ponte entre a experién-
cia adquirida e o novo desafio. Isto é, por meio da Geometria Euclidiana, podemos entender
e resolver questoes da Geometria Esférica, por exemplo.

A construcao da técnica é resultado dos tipos de problemas especificos desenvolvi-
dos a fim de dar sustentabilidade a teoria desenvolvida. Nestas condicdes, a técnica pode
apresentar alcance e uma capacidade limitada de seu alcance. Isto é, a técnica pode ser
empregada para resolver um tipo de exercicio, porém, pode nao ser suficiente para resolver
outros. Isso nos faz entender que o objetivo da OPM é progredir de acordo com o nivel da
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exposicao trabalhada e, com isso, causar nos alunos um desequilibrio cuja variacao é gradu-
al, ou seja, mais ou menos forte em relacdo a técnica inicial, o que nos revela o seu alcance
e sua evolucao.

Devemos chamar a atencao que até agora as OPM possuem a mesma estrutura de
trabalho. Sua organizacao diz respeito a exposicao de teoria, de exercicios e de problemas
resolvidos cujos temas se interligam, mas mantém independéncia em relacdo a forma da
pratica de resolucao entre elas. A cada encontro, partimos de uma pontual concreta, que
tem o objetivo de construir conteudo, a partir do contexto teérico e do trabalho da técnica,
em que os elementos de cada uma das locais a incluem.

As pontuais das diferentes sessdes estdo relacionadas entre si, no sentido de que
podem ser articuladas na mesma local ou regional. A explicacao dessa possivel construcao
mais ampla pode constituir o objetivo final da oficina, ou seja, permanecer implicita, deixan-
do claro que o objetivo de cada sessao é dar, de inicio, certa autonomia ao trabalho, para
entao posteriormente ser tomada como base em outros processos de estudo.

A Figura 1 mostra os objetos utilizados na Oficina para suscitar aos alunos os planos
nao euclidianos.

Figura 1 — Materiais utilizados para confeccionar Planos Néo-Euclidianos

Fonte: Elaboracao dos autores.

A intencao foi tornar esses planos palpaveis e mostrar que sua confeccao é de facil
manipulacdao. Em relagao ao contexto tedrico, buscamos revelar a auséncia de paralelas na
Geometria Esférica, na qual a soma das medidas dos angulos internos de um triangulo defi-
nido nesse plano é maior que, e que, na Geometria Hiperbolica, dados uma reta e um ponto
fora dela, passam uma infinidade de retas paralelas a reta dada. Além disso, a soma das me-
didas dos angulos internos de um triangulo definido nesse plano é menor que .

A técnica utilizada pode ser considerada como inicial, por exemplo, o trabalho de-
senvolvido a partir do Quinto Postulado é ponto de partida para exercicios e problemas. A
intencao é contribuir para que os alunos adquiram autonomia e assim possam resolver os
primeiros problemas apresentados. Caso a técnica, até entao conhecida, nao dé conta de
resolver outra situacao, devemos buscar o seu aprimoramento, de forma a seguir na direcao
da criacdao de novas que possibilitem a autonomia.

Para isso, & importante que os alunos tenham algum meio de validacao para o uso
da técnica, isto é, possam avaliar se o problema considerado foi convenientemente resolvi-
do ou nao. Com o passar do tempo ou com as experiéncias adquiridas, os préprios alunos
podem ser capazes de assumir os varios tipos de técnicas necessadrias e, nestas condicoes,
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continuar o estudo a ponto de sugerir maneiras diferentes das iniciais para o uso e, conse-
quentemente, melhorar seu desempenho.

Em outras ocasides cabe ao professor sugerir ou apresentar novos elementos praxe-
olégicos, que devem ser considerados. Assim, a dinamica de trabalho inserida é diferenciada
da outra ou da inicial e da complexidade da técnica inicial, podendo o professor assumir
diferentes formas de avaliar o progresso dos alunos. Por exemplo, o professor pode solicitar
um relatoério ou portfélio das atividades da oficina com exemplos das praticas.

As oficinas configuram-se a partir de problemas e exercicios que procuramos orga-
nizar em carater progressivo. Isto é, comecamos com exercicios elementares e, progressiva-
mente, acrescentamos componentes tedricos.

Desse modo, destacamos e vivenciamos diferentes tipos de OPM, mesmo assim, ou-
tras variagdes ocorrem e sao fundamentais, podendo ser resumidas nas seguintes observa-
¢bes (BOSCH; GASCON, 2010, p. 171).

Cada oficina envolve a selegdo de um numero muito reduzido de pontuais relaciona-
das entre si que fazem parte do programa de estudos do curso considerado e que “tra-
balhardo” e "desenvolverao” em cada sessao da oficina. Em um caso ideal, os proprios
alunos devem "conceber" novas OPM centradas em outras OM pontuais como um dis-
positivo de estudo pessoal. [...] 2—Para cada sessao e cada OM pontual considerada, 0s
alunos devem dispor de alguma técnica inicial de resolucao dos problemas considera-
dos e de meios de validacéo da utilizagao desta técnica. Por exemplo, em alguns casos,
a disponibilidade de duas técnicas alternativas para a resolucao de problemas pode
funcionar como um meio dessa validacéo. [..] 3-Para que o momento do trabalho da
técnica possa viver normalmente, é importante que as sessdes da OPM sejam "longas,
ou seja, que se reduza a habitual limitagao do tempo de estudo em sala de aula que se
impde nos demais dispositivos didaticos (classe de aula, classe de problema, exames,
etc). [.] 4-Embora tanto a selecdo dos especificos de cada sessao e os espécimes
a serrem considerados quanto a ordem em que serdo tratados sejam decisdes que
permanecem sob a responsabilidade do professor (ou do pesquisador responsavel
pelo projeto da OPM), é necessario que os alunos possam trabalhar com relativa auto-
nomia durante a oficina. As intervencoes especificas do professor sao especialmente
concentradas no inicio e no final de cada sessao. [...] 5-Em resumo, poderiamos dizer
que em uma OPM os estudantes, que normalmente trabalham em pequenos grupos,
tém autonomia limitada devido as restricbes que sao dadas antecipadamente pela
organizacéao global da oficina. O objetivo final da OPM é que os estudantes se tornem
"especialistas” no gerenciamento de certas técnicas matematicas e que isso Ihes per-
mita serem protagonistas (em grupos e individualmente) de seu desenvolvimento. E
tudo isso como um meio para ter a possibilidade de realizar uma atividade matematica
genuinamente criativa, isto é, criadora de novas técnicas, novos tipos de problemas e
novos elementos tecnoldgicos [...].

Nestas condicdes, temos que o trabalho da OPM desafia e faz com que os alunos
aceitem os problemas como necessarios a ser resolvidos. Assim, o aluno serd protagonista
das acoes em sala de aula e entra no jogo como um especialista, devido a técnica usada ou
OM por ele trabalhada. Mas, ndo devemos esquecer o que estd em jogo aqui: a formagao do
professor de Matematica, que, a nosso ver, é deficitaria, em relacao ao contexto nao eucli-
diano, hiperbdlico e esférico.

Segundo Bosch e Gascéon (1995), embora as OPM modifiquem localmente aspectos
muito importantes do contrato institucional, elas permanecem sob a responsabilidade ex-
clusiva do professor. Ou seja, o professor, como coordenador do contrato didatico, pode
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influenciar o rumo tomado pelas OPM. Isto &, a parte que achar necessaria pode excluir ou
incluir aspectos do ensino que venham a influenciar a aprendizagem dos alunos, uma vez
que o professor que funciona como um engenheiro diddtico planeja e executa aspectos cru-
ciais do processo de ensino, como, por exemplo, a escolha da conveniente e dos aspectos
especificos a serem desenvolvidos, como exercicios resolvidos e problemas propostos, a fim
de testar a técnica, os tipos de variacdes técnicas possiveis e 0s meios necessarios para cau-
sar essas variagoes.

Podemos, portanto, dizer que a OPM elimina certo grau de didatismo, no sentido de
direcdo nao funcional do estudo, uma vez que os alunos sao guiados mais por necessidades
matematicas do que por obrigacdes do contrato pedagdgico, embora seja o professor quem
escolha o tipo de problema a ser estudado, os espécimes iniciais a se considerar e aquele
que projeta a direcao do desenvolvimento das técnicas que sao usadas durante o ensino e
a aprendizagem.

De qualquer forma, é evidente que a mera incorporacao das OPM sé pode modifi-
car a organizacao de ensino da escola localmente. Nesse sentido, a OPM que projetamos e
experimentamos ndo questionou ou pretendeu transformar a estrutura classica do sistema
de ensino de matematica, em particular de Geometria, apenas adicionou um novo espaco
de trabalho aos outros dispositivos classicos que organizam o estudo universitario dessa
disciplina. Dessa forma, as condicdes que favorecem o desenvolvimento dos diferentes mo-
mentos do estudo sao aprimoradas, mas nao fica claro até que ponto a gestdao de alguns
momentos pode ser influenciada, como o primeiro encontro, o exploratério e a institucio-
nalizacao. Além disso, na OPM, apenas o problema da justificativa para as OM especificas é
abordado de forma muito implicita, e a futura estruturacdo de Organizacées Matematicas,
além do nivel local, nao é levada em consideracao, pelo menos explicitamente.

OFICINAS DE PRATICAS MATEMATICAS EM FUNCIONAMENTO

Neste item, apresentaremos as atividades realizadas nas OPM. As Oficinas foram com-
postas de aulas e praticas que funcionaram como avaliacao da teoria desenvolvida. Algumas
das Oficinas resultaram de contribuicdes dos textos de Barbosa (1995), Pataki (2003), Riviec-
cio (2013) e Zanella (2013), Livros, Dissertacoes e Teses, que apresentam numero conside-
ravel de aplicacdes na area de Geometria Hiperbdlica e Esférica. A pratica aqui formulada e
respondida pelos alunos diz respeito ao contexto de estudos desenvolvidos por eles vincu-
lados a pesquisa considerando as teorias da Geometria Hiperbdlica e da Geometria Esférica.

As OPM desenvolvem um modelo de ensino que impde desafios. Mas iniciam-se de
forma simples adequada a dificuldade da teoria. Iniciamos as OPM de acordo com as diretri-
zes de Bosch e Gascon (1995, 2010) e Ruiz, Bosch e Gascon (2007). O professor/pesquisador
inicia apresentando o objetivo da oficina, destacando os tipos de problemas e a questao que
os origina — a OM pontual previamente disponivel. As oficinas apresentaram momentos de
confeccao de materiais e estudos tedricos em livros didaticos que serdo mencionados, mas
nao esmiucados neste artigo.

Oficina 1:
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Os universos Hiperbdlicos e Elipticos construidos a partir da aceitacdao de que o Quin-
to Postulado de Euclides nao era uma proposicao criaram a possibilidade da existéncia de
outros planos que vieram viabilizar caminhos, como o de Albert Einstein na Teoria da Rela-
tividade.

Segundo Rivieccio (2013), Einstein propde um exemplo ilustrado na Figura 2 para
explicar o espago tempo a partir da determinacao de um Plano Hiperbdlico. Reproduzimos
a experiéncia como indicado na Figura 3.

Figura 2 — Experiéncia proposta por Einstein para ilustrar o espaco tempo

— g

ol LR S R T

Fonte: Rivieccio (2013, p. 64).

A experiéncia inicial, Figura 2, é montada sobre uma colcha que se encontra sobre
a cama, formalizando um plano euclidiano. Um carrinho percorre as cinco linhas paralelas
desenhadas no tecido da colcha na direcao de um peso que influencia o plano fazendo um
buraco onde o carrinho, influenciado pela curvatura produzida pelo peso, cai e se choca
com o peso, que parece perfurar a cama. Se aceitarmos que o peso gire, desta forma, o ex-
perimento reproduz a ideia de uma superficie hiperbdlica.

Figura 3 — Reproducao do experimento de Einstein para ilustrar o espago tempo
' B \ )

Fonte: Dados da pesquisa.

Na reproducao da experiéncia (Figura 3), utilizamos um tecido elastico sobre um aro
circular descrevendo um plano euclidiano. Primeiramente, utilizamos um carrinho e depois
bolas de cores diferentes juntamente com um peso. Quando o peso atua sobre o plano eu-
clidiano, este afunda e abre um buraco que atrai o carrinho; o mesmo acontece quando
utilizamos as bolas. Nas mesmas condicdes que o experimento de Einstein, admitindo que o
peso gire, o experimento reproduz a ideia de uma Superficie Hiperbdlica.

O modelo hiperbdlico foi idealizado para definir o espago-tempo. O universo de Eins-
tein é de quatro dimensdes, pois o espaco-tempo inclui trés coordenadas espaciais , € mais
uma quarta, puramente temporal.

A construcao desta experiéncia constituiu um momento ludico de estudo. O profes-
sor/pesquisador propds assim uma situacao vinculada a Geometria Hiperbolica para desen-
cadear estudos referentes a Geometria Nao Euclidiana.
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Oficina 2

A exposicao a seguir dizrespeito a Modelos (planos) hiperbdlicos (Figuras 4 e 5). Nela,
temos a exposicao geral na qual o professor/pesquisador apresenta os planos de Poincaré,
Klein e a Pseudoesfera de Beltrami. Essa apresentacao é uma atividade em que cada grupo
analisou um tipo de Modelo Hiperbdlico e todos os grupos trabalharam com circulos nos
quais foram construidos os planos.

Figura 4 — Apresentacao na OPM de Modelos Hiperbdlicos

Fonte: Dados da pesquisa.

Modelo de Poincaré:

Figura 5 — Apresentacao na OPM do plano de Poincaré

Fonte: Dados da pesquisa

Grupos 1

Os alunos que compuseram esse Grupo ficaram responsaveis por uma analise refe-
rente ao modelo hiperbdlico de Poincaré. Ao manusearem os circulos, concluiram - apds
estudos tedricos em livros técnicos e pesquisa na internet — que, nesse modelo, devem ser
considerados os pontos internos dessa circunferéncia, denominados pontos do plano hiper-
bolico e os pontos que pertencem a circunferéncia, denominados pontos ideais ou horizon-
te hiperbdlico. Além disso, os arcos de circunferéncia ortogonais ao disco sao denominados
de retas hiperbdlicas ou geodésicas.

Grupo 2

Os alunos observaram o modelo de plano atribuido a Felix Klein. Esse modelo é cons-
truido a partir de uma regiao limitada por uma circunferéncia. Os pontos considerados sao
os pontos internos a circunferéncia e as retas sdo cordas (Figura 6).

10  Revista de Matematica, Ensino e Cultura—REMATEC, Belém/PA, n. 48, €2024002, 2024



Alexandre Pereira Sousa; Renato Borges Guerra; José Messildo Viana Nunes

Figura 6 — Apresentacdo na OPM do Plano de Klein

Fonte: Dados da pesquisa

Grupos 3

O modelo de plano de Beltrami (Figura 7), conhecido por pseudoesfera, é um sélido
obtido a partir da rotacao da funcdao conhecida por tractriz. Essa atividade foi exposta em
sala, na qual foi apresentado o contexto aos alunos. Vale também observar que foi trazida
para a sala de aula uma superficie em acrilico a qual puderam manusear. Na superficie, pu-
deram desenhar triangulos hiperbdlicos, como também verificar que as retas ou geodésias
Sao curvas.

Figura 7 — Apresentacdo na OPM do plano de Beltrami por aluno

Fonte: Dados da pesquisa

Nos contextos apresentados pelos Grupos 1, 2 e 3, temos que a OPM possibilita: ob-
servar, descrever e analisar os aspectos didaticos e matematicos desencadeados.

Oficina 7
A atividade desta oficina foi reproduzida a partir da pesquisa de Zanella (2013, p. 50).

A real forma fisica do Planeta Terra ndo é uma esfera, pois apresenta um achatamento
nos polos Norte e Sul e outras irregularidades que chamamos de relevo (superficie to-
pografica). Na verdade, sua forma fisica se aproxima mais de um elipsoide. Entretanto,
desprezamos o achatamento nos polos e suas irregularidades e passamos a considerar
neste trabalho, o modelo esférico para a Terra, cujo raio médio é igual a 6370 km. As-
sim, foi calculada a drea aproximada da superficie terrestre composta por solo, saben-
do que aproximadamente de toda a superficie € composta por dgua.
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Figura 8 — O planeta Terra

Fonte: Cleide (2019, p. 1).

Na Figura 8, procuramos mostrar o planeta terra, no qual identificamos a parte verde
como o solo e a parte azul como agua. Como no nosso referencial o planeta é esférico, foi
calculada pelos Grupos a area total referente a superficie esférica e depois determinado 27%
dela, o que corresponde a superficie terrestre sem agua.

Area total da superficie esférica As;l é dada por:

As, = 4mR*=4m(6370)* = 509904363,8 km*

Area Procurada Ap é dada por:

Ap = 27%As, = 27% - 509904363,8 = 137674178,226 km?*

Essa atividade foi passada a todos os Grupos. Os Grupos reconheceram a aplicacdo
concernente a Geometria Esférica. Nao apresentaram dificuldade, pois a atividade é uma
aplicagao direta da férmula relativa a area de superficie esférica, dada por As, = 4TTR? A
férmula foi utilizada a partir de consultas em livros didaticos.

Oficina 8

Esta atividade é relativa ao calculo da distancia entre duas cidades, dadas suas locali-
zagoes no Globo. Foram feitos alguns exemplos em sala relativos ao posicionamento no Glo-
bo Terrestre. Seguimos o exemplo de Rivieccio (2013, p.113-115). A ideia é criar condi¢des de
Aplicacao da Trigonometria Esférica para os alunos vinculados aos Grupos.

Qual é a menor distancia entre as cidades de Barcelona e Téquio?
Resposta dos Grupos e Andlise da Oficina

Primeiramente, foram localizadas as cidades no Globo (Figuras 9 e 10).

Figura 9 — Apresentacdo de tarefa para OPM pelos Participaram da Pesquisa

Fonte: Dados da pesquisa.
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Figura 10 - OPM do célculo da distancia entre a cidade de Barcelona e a cidade de Téquio dada
pelo comprimento do arco de circunferéncia em vermelho

TOQUIO

BARCELOMNA

Fonte: Dados da pesquisa.

Usando o mapa do mundo pudemos observar a posicao destas cidades:
« Barcelona esté localizadaem e 2° Ee 41° N.
« Toquio esta localizada em 140° E e 36° N.

Considerando o triangulo esférico AABD, onde A representa Barcelona, B Téquio e D
o Polo Norte, podemos tracar o seguinte desenho e designar as distancias (Figura 11):

Figura 11 - Distancia entre Barcelona e Téquio

o [}
[ "|
.-"-. . I'
e |
J |
/ |
|' fh
Barcellona A(2°E, 41°N) ! /
/
d /
B/

" "Tokio B(140°E, 36°N)

Fonte: Rivieccio (2013, p. 113).
a = Distancia entre Barcelona e polo Norte.

b = Distancia entre Téquio e polo Norte.
d = Distancia entre as cidades de Barcelona e Téquio.

Para o cdlculo de usamos o teorema do cosseno para triangulos esféricos, dado por:

cosd=cosa - cosb + sina - sinb - cosD
Nestas condicdes, calculamos o comprimento de um lado de um retangulo esférico,
consideramos o equador como o eixo de abscissa de um plano cartesiano e a latitude em
graus do ponto em questao, subtraido de 90°. Para o caso do angulo D, procedemos da mes-
ma maneira, considerando o meridiano de Greenwich como o eixo das ordenadas. Ou seja:
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a = 90° —41° = 49°
b = 90° -36° = 54°
D = 140° —41° = 138°

Substituindo esses valores na formula do cosseno, temos:

cosd = cos49° - cos54° + sin49° - sin54° - cos138°
cosd = (0,656059029)-(0,5877852523) +(0,7547095802)-(0,809016944)-(-0,7431448255)
cosd =-0,06812225162

Aplicando a funcao inversa do cosseno em ambos os lados da igualdade, temos,
cos~*(cosd) = cos™*(—0,06812225162), |ogo d = 93,92614266°,

Obviamente a distancia deve estar em quildmetros. O comprimento de uma circun-
feréncia maxima do globo terrestre pode ser calculado considerando que o raio da Terra é
igual a 6350 Km temos:

C = 2nR = 2m6350 = 39898,23 Km
Com isso, obtemos que uma circunferéncia inteira (360°) corresponde a 39898,23 Km.
A questao, portanto, foi: A quantos quildbmetros corresponde um angulo de 93,90614266°?
Chamando de z o valor que queremos calcular e, usando uma regra de trés simples chega-
mos a relacao:

360 9392614266
39898,23 x

Nestas condicbes, desenvolvido para z, dard como resultado z = 10407,469106 Km
ou x = 10407,5 Km como sendo a distancia entre Barcelona e Téquio.

Esta atividade foi construida com a participacdo de todos os Grupos. Para alcancar-
mos os resultados, foram apresentados aos Grupos os cossenos e senos de angulos esféri-
cos. Os Grupos 1, 2 e 3 reconheceram a aplicacao relativa a Geometria Esférica, mais preci-
samente Trigonometria Esférica. Esses contetidos de saber foram apresentados aos alunos
durante a construcao da teoria.

Os exercicios e os problemas que foram realizados aproximaram os alunos do con-
texto nao euclidiano. Em sintese, podemos dizer que os exercicios e experimentos aplicados
durante as OPM revelaram que a oficina foi um dispositivo didatico, que, nos momentos de
pesquisa, motivou os alunos a entrarem no jogo e nos objetivos descritos por Bosch e Gas-
cdn (1995, 2010) e Ruiz, Bosch e Gascdn (2007).

CONSIDERACOES FINAIS

As OPM favoreceram ao aluno explorar, representar, construir, discutir, investigar,
perceber, descobrir e descrever as propriedades abordadas. Por sua vez, as praticas nao
euclidianas desenvolvidas por nossos colaboradores mostraram que podemos explicar ou
resolver problemas nao euclidianos a partir de contextos euclidianos. No nosso entendi-
mento, apos as oficinas, o conhecimento das Geometrias Nao Euclidianas para a formacao
do professor de Matematica pode ser considerado como essencial, em razao de legitimar o
ensino da prépria Geometria Euclidiana.
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Em face do exposto, algumas de nossas Oficinas desenvolvidas fizeram emergir, no
bojo das praticas, possiveis relacdes entre conteudos euclidianos e nao euclidianos. Mostra-
mos que o nao euclidiano é explicado pelo euclidiano.

O ensino da Matematica, mais precisamente o ensino da Geometria Nao Euclidiana,
trabalhado em nossas OPM, é tomado como uma praxis que associa o saber fazer a nossas
praticas ao saber que o legitima.

Diante dos resultados expostos nos dados construidos evidenciamos a necessidade
de uma abordagem pratica desta tematica, por meio da qual podemos discutir conceitos,
propriedades e proposicdes com base nas possiveis aplicacdes na vida dos alunos. Além
disso, a geometria possui um carater interdisciplinar, pois a visao pedagdgica que ela impri-
me possibilita aproximar as areas de conhecimento uma das outras, por meio do ensino de
conteudos que sao comuns a varias disciplinas.

Para analisar essas a¢Oes, apropriamo-nos dos conceitos da TAD, em que as relagdes
aluno, professor e Instituicdo, no ambito do saber, foram explicitados por meio das analises
das Oficinas.

Os questionamentos e as atividades geraram a construcao de praxeologia que cola-
boram com a formacado dos futuros professores de matematica, um anseio pela pratica. Isso
devido ao comportamento adotado na realizacdo da pesquisa, ou seja, o dispositivo social
denominado de instituicdo impde aos alunos a forma de fazer e pensar, que influencia na
formacao dos professores de matematica e favorece com o estabelecimento de boas rela-
¢o6es com conhecimentos de geometria.

Através de nossas Oficinas e dos entendimentos alcancados, pudemos perceber a
importancia de termos, na formacdo de professores de matematica, conhecimentos como o
da Geometria Hiperbdlica e da Geometria Esférica.

A busca da solucao da principal enquete envolveu a montagem de uma Oficina de
Praticas Matematicas - OPM -, assim como de construtos tedricos, que situaram o trabalho
em uma posicao em que a pratica foi desenvolvida a partir da organizagcao do professor,
coordenador da pesquisa. Ele, ao socializar os resultados de cada pratica, estimulava nova
situacao problema que se encadeava, criando uma base de saberes cujo principal objetivo
foi introduzir contetdos nao euclidianos.

O nosso objetivo foi alcancado na pesquisa por meio da construcao e organizagao de
teorias e tarefas de dificuldade crescente, ajudou-nos a criar caminhos didaticos para as ODs.
As Oficinas foram realizadas com pouca intervencao do professor, coordenador da pesquisa,
que apresentou ou direcionou estudos tedricos em cada encontro, assim ministrou aulas
praticas, nas quais foram apresentados os Modelos de Geometria Hiperbdlica, por exemplo.

Por intermédio das OPM construimos os momentos em que foram criadas as organi-
zacbes matematicas que tomaram por base as diferentes praticas.

De acordo com o desenvolvimento das teorias e praticas, corroboramos que 0 nosso
mundo possui caracteristicas euclidiana e nao euclidiana. Isto &, se a distancia é pequena, o
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contexto é de Geometria Euclidiana, mas, se a distancia é grande, o contexto é curvo, e de
caracteristica associada a Geometria Nao Euclidiana.

De acordo com os resultados determinados com base nas OPM, reivindicamos a cria-
¢ao de Organizacoes Didatica e Matematica que possam apresentar conteudo da Geometria
Nao Euclidiana na formacao do professor de matematica, como resultado direto da pesqui-
sa.
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