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Nocoes geométricas nas aplicacoes de integrais definidas
Geometric notions in applications of definite integrals

Nociones geométricas en aplicaciones de integrales definidas

Afonso Henriques'® O
Saddo Ag Almouloud*® ©

RESUMO

Partindo da importancia do célculo diferencial e integral em matemética do ensino superior e referindo-nos a ge-
ometria plana, analitica e espacial como GEOPAES, colocamo-nos os seguintes questionamentos: Qual relagao as
aplicagées de integrais definidas de fungdes reais de uma variavel real tem com a GEOPAES? Como é que os estudan-
tes do ensino superior lidam com esta relagcdo na resolucao de tarefas propostas? Buscar respostas para estas ques-
tées é o objetivo principal almejado neste capitulo. Para isso, recorremos a teoria dos registros de representacéo se-
midtica, assim como nas organizac¢des didaticas locais propostas em livros de calculo e de geometrias, culminando
na analise de praticas de estudantes. Os resultados alcangados mostram que a relacdo esta atrelada aos conceitos
de medidas de areas de regides planas e de volume de sélidos, assim como de comprimentos de curvas, mobilizan-
do-se objetos do saber conhecidos pelos estudantes nas instituicdes anteriores ao ensino superior. Contudo, estes
revelam dificuldades com essa relacdo, que se manifestam na auséncia da mobilizacdo dos referidos saberes nos
diferentes registros de representacao semidtica evocados explicitamente no ensino e considerados nos geradores
de tarefas propostas durante as avalicdes semestrais.

Palavras-chave: Lorem ipsum dolor sit amet.

ABSTRACT

Based on the importance of differential and integral calculus in higher education mathematics and referring to flat,
analytical, and spatial geometry as GEOPAES, we asked ourselves the following questions: What relationship do
applications of definite integrals of real functions of a real variable have with GEOPAES? How do higher education
students deal with this relationship when solving proposed tasks? Seeking answers to these questions is the main
objective pursued in this chapter. To do this, we resorted to the theory of semiotic representation records and local
didactic organizations proposed in calculus and geometry books, culminating in the analysis of student practices.
The results show that the relationship is linked to measuring the areas of flat regions and the volume of solids, as
well as the lengths of curves, mobilizing objects of knowledge known to students in institutions prior to higher
education. However, these reveal difficulties with this relationship, manifested in the absence of mobilization of
the knowledge mentioned in the different registers of semiotic representation explicitly evoked in teaching and
considered in the task generators proposed during the semester assessments.

Keywords: registers of representation, local objects of study, relationship between geometry and calculus, student
practices.

RESUMEN

Desde la importancia del célculo diferencial e integral en las matematicas de educacion superior y haciendo re-
ferencia a la geometria plana, analitica y espacial como GEOPAES, nos planteamos las siguientes preguntas: ;Qué
relacion tienen las aplicaciones de integrales definidas de funciones reales de una variable real con GEOPAES? ;Cémo
afrontan los estudiantes de educacién superior esta relacion al resolver las tareas propuestas? Buscar respuestas a
estas preguntas es el principal objetivo que se persigue en este capitulo. Para ello, recurrimos a la teoria de los regis-
tros de representacién semidtica y organizaciones didécticas locales propuestas en libros de célculo y geometria,
culminando en el anélisis de las practicas estudiantiles. Los resultados muestran que la relacion esta vinculada a la
medicién de las dreas de regiones planas y el volumen de sélidos, asi como las longitudes de las curvas, movilizan-
do objetos de conocimiento conocidos por los estudiantes en instituciones anteriores a la educacion superior. Sin
embargo, revelan dificultades con esa relacién, manifestadas en la ausencia de movilizacién de los conocimientos
mencionados en los diferentes registros de representacidon semiética explicitamente evocados en la ensefianza y
considerados en las tareas generadoras propuestas durante las evaluaciones semestrales.

Palabras clave: registros de representacion, objetos de estudio locales, relacién entre geometria y calculo, practicas
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Nocdes geométricas nas aplicacdes de integrais definidas

de los estudiantes.

INTRODUCAO

Criado em trabalhos independentes por Isac Newton (1643-1727) e Gottfried Leibniz
(1646-1716), o calculo diferencial e integral (CDI), também conhecido por calculo infinite-
simal, é um dos objetos de estudos fundamentais em matematica do ensino superior, de-
senvolvido a base da algebra e da geometria. Esse objeto comp6e uma matéria que auxilia
o desenvolvimento de diversas competéncias, conceitos e definicbes matematicos uteis na
prépria matematica, assim como em diversas areas de conhecimentos. O CDI possibilita o
estudo de taxas de variacao de grandezas e das quantidades, tais como as medidas de areas
de regides sob os graficos de funcdes reais de uma varidvel real e de volumes de sélidos,
entre outros conhecimentos das diversas areas de ciéncias exatas, tecnolégicas, da terra e
engenharia. Vemos ai, portanto a importancia desse objeto matematico na formacao de re-
cursos humanos, em especial os estudantes das instituicdes de ensino superior (IES).

A geometria analitica (GA), por sua vez, € uma das partes da matematica movida pe-
las razdes possiveis existentes entre a geometria e a algebra, e foi desenvolvida inicialmente
pelo filésofo e matematico francés René Descartes (1596-1650). Considerando um sistema
de coordenadas, seja plano ou tridimensional, a geometria analitica permite a representa-
¢ao algébrica e numérica de propriedades geométricas, caracterizando-se, portanto, como
um dominio multiplo presente em outros dominios da matematica, como o célculo diferen-
cial e integral (CDI).

Referindo-se a aprendizagem nestas disciplinas, Henriques (2006) sublinha que o
estudante de um curso de CDI e de GA deve mobilizar conhecimentos de outras areas da
matematica, tais como, conjuntos, funcdes, geometria, trigonometria, dlgebra e aritmética,
considerados como base do desenvolvimento e inter-relacao desses dominios. A conversao
e a coordenacdo de representacdo nessa inter-relacao sao condigées necessarias no pro-
cesso de conceitualizagao. O autor lembra ainda que na sua estrutura organizacional, o CDI
passa, essencialmente, por trés operacdes fundamentais, ou areas de desenvolvimento, de-
nominadas calculo de limites, de derivadas e de integrais.

Este ultimo, decomposto em dois calculos, integrais indefinidas e integrais definidas,
exerce um papel preponderante, assim como os outros calculos. Nele, constata-se que os
conceitos de integrais e de derivadas guardam uma relagao importante no estudo de CDI.
Tal relagdo, estabelecida de maneira independente por Newton e Leibniz no século XVII, é
comumente conhecida como teorema fundamental do calculo (TFC). Além do TFC, varios
outros resultados exercem uma importancia particular nas aplicacdes de fenémenos fisicos.
Ademais, sabe-se que, as geometrias plana, analitica e espacial, doravante denominadas GE-
OPAES, conservam certas estruturas organizacionais classicas inegaveis, que concentram o
desenvolvimento de conhecimentos no estudo de varios conceitos, incluindo pontos, retas,
regides planas, vetores, curvas, superficies geométricas no espaco euclidiano, alimentando,
por conseguinte, o estudo de varios outros dominios da propria matematica.
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Inclinando a nossa atenc¢ao a importancia atribuida ao CDI na formacgao de recursos
humanos nas IES, e escolhendo, dentre os diversos conceitos propostos no seu ensino as
“Aplicagbes de integrais definidas” de fun¢des reais de uma variavel real, nés colocamos os se-
guintes questionamentos: Qual é a relagdo que essas aplicacdes tém com a GEOPAES? Como
é que os estudantes do ensino superior lidam com essa relacdo na resolucao de tarefas pro-
postas? Buscar respostas para esses questionamentos é o objetivo principal almejado neste
artigo. Para isso, recorremos a teoria dos registros de representacao semiética, assim como
as organizacoes?® didaticas locais propostas em livros de CDI e de geometrias, culminando na
analise de praticas de estudantes das IES. Com efeito, vimo-nos na posicao de organizar este
artigo em cinco partes. A primeira consiste nesta Introdugdo. A segunda parte, denominada
Quadro Tedrico de Base (QTB) da pesquisa, é concernente a apresentacao da fundamentacao
tedrica que adotamos para o desenvolvimento deste capitulo. A terceira parte, dita Andlise
Praxeoldgica, se destina a realizacao da analise das organiza¢des didaticas locais propos-
tas em livros de CDI e de geometrias para o ensino das aplicagbes de integrais definidas e
de elementos geométricos, respectivamente. Na quarta parte, denominada Prdticas Efetivas
de Estudantes, analisamos os manuscritos de estudantes submetidos a uma avaliacdo de
um Professor* em um curso de CDI, quando estes trabalham com as aplicacées de integrais
definidas de funcdes reais de uma varidvel real. Na quinta e uUltima parte, apresentam-se as
Consideracgées Finais como reflexdes globais do produto deste artigo. Assim, obedecendo a
nossa organizagao, partimos para a apresentacao do nosso QTB como segue.

QUADRO TEORICO DE BASE

Vale primeiro destacarmos que as teorias didaticas ou referéncias tedricas em geral t€ém
uma importancia particular nas investigagdes educacionais, pois constituem ferramentas neces-
sarias no desenvolvimento de pesquisas. Henriques (2019) sublinha que

Na literatura, existem muitas referéncias tedricas, as quais sdo impossiveis de serem uti-
lizadas por um pesquisador em um Unico trabalho, independentemente da pesquisa
que pretende realizar. Contudo, € a partir desta existéncia que o pesquisador faz uma
escolha das teorias capazes de fornecerem elementos de anélise, dependendo, natu-
ralmente, da problemética da sua pesquisa, constituindo assim um Quadro Tedrico de
base. (Op. Cit. p. 37)

Para o autor

Um Quadro tedrico é o referencial tedrico de base de uma pesquisa, escolhido pelo
pesquisador em fungdo da sua problematica, constituido, pelo menos, por uma teoria
capaz de fornecer ferramentas de andlise aos estudos que pretende desenvolver,
(Ibid, p. 37)

Nesta perspectiva, visando o desenvolvimento de uma pesquisa em torno do ensino
e aprendizagem de CDI, com um olhar na relacao entre as aplicacées de integrais definidas
de funcdes reais de uma variavel real e a GEOPAES, nos interessamos pelo estudo das abor-
dagens tedricas que permitem analisar um dado objeto matematico, em uma dimensao

3 Henriques, Nagamine A, Nagamine C. (2012), sublinham que as organizag¢des globais, regionais e locais de livros didaticos permitem revelar
as propostas de ensino e aprendizagem de objetos de estudos em diversas instituicoes.

4 O termo Professor serd e deveria sempre ser escrito com a letra P mailscula, pois este é um profissional que merece e deve ser respeitado
como os outros. O simples gesto de aplicar a letra maiuscula engrandece também a sua personalidade (Henriques, 2019, p. 13).
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institucional e em varios registros de representacao. Fazemos assim referéncia a teoria de
registros de representacdo semioética (TRSS) introduzida em estudos do funcionamento do
pensamento (psicologia da aprendizagem) por Duval (1993) que resumimos a seguir, suce-
dida pela apresentacao do modelo praxeolégico de gestao de tarefas (HENRIQUES, 2019)
utilizado pelo Professor da disciplina de CDI nas avaliacdes submetidas aos estudantes.

Teoria de registros de representacao semiotica (TRSS)

Essa teoria foi introduzida em estudos de funcionamento do pensamento (psicologia
da aprendizagem) por Duval (1993, 1995, ...), e vem sendo utilizada por diversos pesquisado-
res e educadores no mundo inteiro. Segundo o autor, na matematica, e acreditamos que em
muitas outras areas, os objetos do saber nao sao acessiveis, a menos que por meio de suas
representagdes. Portanto, podemos declarar que nao é suficiente que um sujeito tenha uma
ideia/objeto do saber em sua mente. A socializacao e, consequentemente, o acesso desta
ideia/objeto por pares so é possivel por meio da comunicacao, da mobilizacao de ao menos
uma representacao semiobtica, quer seja verbal, ostensiva, gestual, manipulacao de signos
etc. Fomentados pelos trabalhos de Duval (1993, 1995, ...). Henriques e Almouloud (2016)
asseveram que uma

Representacdo semidtica é uma representacdo de uma ideia ou um objeto do saber,
construida a partir da mobilizacdo de um sistema de sinais. A sua significacéo é deter-
minada, de um lado, pela sua forma no sistema semidtica e de outro lado, pela referén-
cia do objeto representado. (HENRIQUES, ALMOULOUD, 2016, p. 467)

Os enunciados em lingua materna, as expressoes algébricas, as equagdes, os graficos
de funcoes, as curvas de equacdes, as figuras geométricas, os conjuntos de nimeros natu-
rais, inteiros, reais, complexos, por exemplo, sdo representacdes semidticas que revelam sis-
temas semioticos diferentes, com diferentes signos. Os ensinos de GOPAES e de CDI condu-
zidos como disciplinas independentemente nas instituicdes, especialmente nas IES, lidam
frequentemente com essas representacdes. Mas, independentemente do curso associado,
os (as) estudantes tém apresentado dificuldades na mobilizacao de um dado objeto em di-
ferentes registros. O distanciamento estabelecido pelas grades curriculares nas IES pode ser
estreitado pela mobilizacao de representacdes semidticas de objetos correspondentes. To-
davia, “quando as no¢bes nao sao evocadas, elas podem passar despercebidas no processo
de aquisicao de conhecimentos, deixando vazios didaticos® na conceptualizagao. Por mais
simples que seja uma nocao, deve ser evocada durante o seu tratamento para garantir a
consolidacao da aprendizagem” (HENRIQUES, 2019, p. 68). Para Duval (2012),

O funcionamento cognitivo do pensamento humano se revela inseparavel da exis-
téncia de uma diversidade de registros de representacdo semidticos. Se é chamada
“semiose’ a apreensao ou a producao de uma representagao semidtica, e “noesis” a
apreensao conceitual de um objeto, é preciso afirmar que a noesis é inseparavel da
semiose DUVAL (2012, p. 270).

Compreende-se, portanto, que toda producao de uma representacao semiética de
um objeto do saber deve ser conduzida com base na apreensao/mobilizacdo dos conceitos

5 Vazio didatico ¢ a existéncia de saberes em torno de um objeto de conhecimentos que ndo sao mobilizados pelo sujeito e comprometem
0 ensino correspondente, bem como a realizacdo efetiva de situacdes-problemas ou tarefas concernentes (HENRIQUES, ALMOULOUD, 2016,
p. 467).
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correspondentes. Por exemplo, na dimensdo da “semiose”, a escrita algébrica expressa por
y =22ouv = v?ou A = b? ouainda”“qualquer coisa’=("a outra coisa”)? ndo significa nada
ao menos que seja mobilizada a apreensao conceitual “noesis” relacionada a estas represen-
tacOes. Todas estas representagées podem permitir a apreensao de um mesmo conceito ou
diferentes conceitos. Qualquer uma delas pode ser conceituada como equacao de parabola
(Figura 1(a)) ou a medida de area de uma regiao retangular de lados medindo zou uou bou
“a outra coisa”unidades de comprimento (Figura 1(b)) ou ainda de uma superficie cilindrica
com a varidvel muda implicita em cada representacao (Figura 1(c)). Mobilizando objetos ge-
ométricos, essas conceituacdes podem ser representadas conforme mostrado na Figura 1.

Figura 1 - Visualizacao de objetos correspondentes no registro grafico

@y=x*xzeR @y=x%*xeR b)y =x%x,zeR
Fonte: Produzido pelos autores

Duval (2012) sublinha ainda que:

é essencial, na atividade matemadtica, poder mobilizar muitos registros de represen-
tacdo semidtica (..) no decorrer de um mesmo passo, poder escolher um registro no
lugar de outro. Independentemente de toda comodidade de tratamento, o recurso a
muitos registros parece mesmo uma condi¢do necessaria para que os objetos mate-
maticos ndo sejam confundidos com suas representacdes e que possam também ser
reconhecidos em cada uma de suas representacoes.

No ensino e aprendizagem de CDI, assim como de GEOPAES, é praticamente impossi-
vel ignorar os registros de representacao semidtica no tratamento dos objetos visados, que
exigem que tanto o Professor quanto o estudante expressem os conceitos em diferentes
formas, mobilizando assim ao menos dois registros, mesmo que o Professor ndao mencione a
TRRS de Duval. Nesta perspectiva, Henriques e Almouloud (2016) destacam quatro registros
de representacao predominantes em matematica, principalmente, no ensino superior, em
especial em GEOPAES e nos cursos de CDI, a saber:

Quadro 1 - Registros de representagdo predominante em GEOPAES e CDI

r D
1. Lingua materna

2. Registro algébrico
3. Registro grafico
4. Registro numérico

e

Fonte: Produzido pelos autores

Duval (2012) sublinha:

Para que um sistema semidtico possa ser um registro de representacao, deve permitir
as trés atividades cognitivas fundamentais ligadas a semiose. A formagdo de uma re-
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presentacdo identificavel. O tratamento de uma representacdo que é a transformacao
desta representacdo no mesmo registro onde ela foi formada. A conversdo de uma
representacao € a transformacéo desta funcdo em uma interpretacdo em outro regis-
tro, conservando a totalidade ou uma parte somente do conteddo da representacdo
inicial. DUVAL (2012, p. 271-272)

A lingua materna satisfaz as trés atividades, logo, de fato é um registro de represen-
tacao. Quando, por exemplo, elaboramos um enunciado no ensino de GEOPAES ou de DCl,
estamos formando uma representacao de uma ideia identificavel, isto é, que o estudante
consegue compreender. Esta mesma ideia ou sentenca pode ser reescrita de outra maneira,
conservando, porém, o seu objetivo, realizando-se assim um tratamento. A passagem para
uma representacao correspondente em outro registro é uma transformagao externa, en-
tendida por Duval (1995) como conversdo, cumprindo-se, dessa maneira, as trés atividades
cognitivas fundamentais ligadas a“semiose”. Naturalmente, processo equivalente ocorre nos

trés registros subsequentes, apresentados no Quadro 1.
Mas, o que é registro de representagao?

Para responder a esta questao optamos por retomar a Definicao 3 que apresentamos
em Henriques e Almouloud (2016, p. 469), onde lemos que: “Um registro de representacao
é um sistema semiotico dotado de signos que permitem identificar uma representacao de
um objeto de saber” Portanto, o registro é o sistema no qual se realizam as representacdes
de objetos do saber em uma dimensao da “semiose”, externando, assim, os objetos nao os-
tensivos (ideia, nogdo, conceito), isto &, as “noesis” pensadas pelo sujeito. Pois, como afirma
Chevallard (1992), os objetos nao ostensivos s6 sao acessiveis a partir dos objetos ostensi-
vos associados. A escolha de um registro de representacao apropriado para a comunicagao
dos conceitos favorece o tratamento. No entanto, Duval (1995) afirma que dispor de varios
registros de representacao nao é suficiente para garantir a compreensao. Dai a necessidade
de outra condicdo, a coordenacdo de diferentes representacdes de um objeto formadas em
registros distintos. Para Henriques e Almouloud (2016, p. 470) a coordenagdo é a manifesta-
¢ao da capacidade do individuo em reconhecer a representacao de um mesmo objeto, em
dois ou mais registros distintos.

Duval (2012) sublinha que a coordenacéo aparece como condicdao fundamental para
todas as aprendizagens de base, ao menos nos dominios em que os unicos dados que sdo
utilizados sao as representacdes semidticas, como em matematica e em francés.

Conjecturamos, portanto, que os conceitos tedricos apresentados até entdao nao es-
gotam esta teoria, mas certamente sao conceitos basicos que todo leitor que passa pelo tra-
balho baseado neste quadro teérico deve conhecer. Com efeito, 0 ensino de todo objeto do
saber, em especial de CDI ou de GEOPAES, faz mencao a esse conhecimento, seja de forma
implicita ou explicitamente, com o objetivo de atingir uma aprendizagem significativa. As
andlises que realizamos sobre as praticas dos estudantes levam em consideracao um mode-
lo que espelha a pratica do Professor de CDI na gestao de tarefas propostas nos processos de
ensino e de aprendizagem. E este modelo que apresentamos a seguir como parte do quadro
tedrico em discussao nesta parte.
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O modelo praxeologico de gestao de tarefas

Na perspectiva da teoria antropoldgica do didatico (TAD) desenvolvida por Che-
vallard (1992, ..., 2003, ...), concebemos, unanimemente, que todo objeto do saber visado
para os processos de ensino e de aprendizagem carece de uma organizagao praxeoldgica,
independentemente da adrea de conhecimento a que este pertence, em particular a mate-
matica. Os exemplos encontrados em uma organizacao matematica de um objeto do saber,
como “integrais simples”, tidos como tarefas do autor do livro didatico (LD), e os exercicios
ou problemas propostos, sistematicamente, no final de cada secao desse livro, podem ser
analisados e reelaborados, sequindo o modelo praxeolégico de gestao de tarefas (MPGT).
Esse modelo serve de instrumento auxiliar para o Professor ou pesquisador criar tarefas ca-
pazes de convidarem os estudantes nos diferentes sendrios de reflexdes sobre os conheci-
mentos visados. O modelo é definido como “um exemplar para elaboracao de tarefas, que
devem iniciar com um género (verbo no infinitivo), no contexto praxeoldgico, seguido de
um complemento fixo, e de um Sistema de Variaveis Didaticas.” (HENRIQUES, 2019, p. 106).
O Quadro 2 traz uma reproducao do referido modelo, no qual pode-se conjecturar que uma
vez fixado o complemento que especifica um enunciado, sem ambiguidade, fornecendo
as informacodes globais da situacao visada, é possivel conduzir os estudantes na andlise e
na realizacdo de diferentes tarefas mobilizando-se diferentes registros de representacao se-
miodtica. Esse aspecto é geralmente aceito pelos estudantes envolvidos na pesquisa, que
entendiam o MPGT como uma metodologia de ensino que os auxilia, juntamente, com o
conceito de praxeologia completa, no momento pelo qual sao evidenciados os dois blocos
que o constituem, notadamente, logos (ambiente tedrico-tecnoldgico) e prdxis (ambiente
tarefa-técnica).

Quadro 2 - Modelo Praxeolégico de Gestao de Tarefas (MPGT)

GT = [Verbo de acao, complemento fixo, SVD]

Em gue:
s GT: significa geratriz ou gerador de tarefas.
* Verbo de agao: define o género do tipo de tarefa T.
= Complemento fixo: especifica um enunciado, sem ambiguidades, fixando os dados ou
informacdes globais da situacao ou tarefa que devem ser utilizadas no SVD ou subtarefas.
& SVD: é um sistema de varidveis didaticas no gerador de tarefas (t).
Um exemplar de GT
GT1 | Considerar asinformacgdesli, 12,13, ..., In, pararealizar as seguintes tarefas:
t1 Enunciado da t1 utilizando alguma informacao In
t2 | Enunciado da t2 utilizando alguma informacaao In e/ou resultado da t1
3 Enunciado da t3 utilizando alguma informacao In e/ou Resultado da t1, 12

. ann

Fonte: Henriques (2019, p. 106)

Para colocarmos esse modelo em acao e acessar as praticas efetivas dos estudantes
devemos, antes, responder certos questionamentos do tipo: Existe relacdo entre as tarefas
gerenciadas pelo Professor ou pesquisador no MPGT com exemplos encontrados na orga-
nizacao matematica das aplicagées de integrais definidas? Esse questionamento é um incre-
mento da questdao que nos colocamos anteriormente que busca saber a relacao que essas
aplicacdes tém com a GEOPAES. Para responder a isso, é fundamental revisitar a praxeologia
do objeto do saber em questao, pois tal visita permite o acesso de informagodes basicas ca-
pazes de favorecerem o Professor ou o pesquisador na gestdo de novas tarefas cujo nicho
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encontra habitat® nessa organizacao, entre outras fontes que dao vida ao objeto em jogo.
Este aspecto conduz-nos a terceira parte deste artigo, a Andlise praxeoldgica, que apresen-
tamos a seguir.

ANALISE PRAXEOLOGICA

Como sublinhado anteriormente, esta parte é destinada a realizacao de uma andlise
das organizagbes didaticas locais propostas em livros didaticos de CDI e de geometrias para
o ensino das aplicacgbes de integrais definidas e de conceitos geométricos, respectivamente.
Para isso, escolhemos os livros didaticos apresentados no Quadro 3, sendo um de CDl e o
outro de geometria espacial (GEOESPACO).

Quadro 3 - Livros didaticos que analisamos

Referéncia do livro

, . . - P/n
Titulo, autor, « tradutor » edicao, editor, ano de edicao /

Cdlculo com geometria analitica. SWOKOWSKI, Earl William. Tradugédo Alfredo Alves de Faria. 2a
ed. Volume 1. Sao Paulo Makron Books, 1994.

Matemédtica aula por aula: ensino médio / Cladudio Xavier da Silva, Benigno Barreto Filho; llus-
tradores Alexandre Argozino Neto, Olavo Terénio. — Sdo Paulo: FTD, 2005. Volume 2. Livro do | 109/352
Professor.

100/763

Fonte: Produzido pelos autores

Neste quadro, P/n indica o habitat ou lugar de vida conceitual ocupado pela GEO-
ESPACO na obra, sendo P representa a quantidade de paginas ocupadas pela GEOSPACO e
n, a quantidade total de paginas do livro. Segundo Henriques, Nagamine A. e Nagamine C
(2012, p. 1272),

A analise de LD possibilita o acesso dos elementos caracteristicos da relagao institu-
cional com o objeto do ensino visado, bem como das exigéncias institucionais e das
organizacdes propostas em torno desse objeto. Nesse tipo de andlise consideramos
trés estruturas organizacionais, conforme o esquema abaixo.

As trés estruturas organizacionais de analise de livros didaticos mencionadas pelos
autores sao esquematizadas no Quadro 4.

Quadro 4 - Estruturas organizacionais globais, regionais e locais do LD

g Esmrurura evganizacional Glebal do livre diddrics: trata-se da erganizagio, em uma tabela,
* de todos os tépicos ou assuntos por capitulos propostos no livee em andlise, destacando a
quantidade de segdes o das piginas ccupadas por cada uma. Essa estrutura deve ser sucedida
pela apresentaclio de uma andlise sustentada pela lemtura vertical da obra, visando
proporcionar um conhecimento global do livro.

SEsmutura organizacional Reglonal do  livre diddfice: trata-se de
orgamzagio, em uma tabela, as segdes com os respectivos tilulos que
q\uu:lp-%rnl 1 I:'ppar;o o1l -;apihtl.q destacado na Qrgnmzag'.‘ln E_Joh.ﬂ do livro,
revelando (se possivel) a quantidade de Definigies, de Teoremas, de
Fémmulas, de Exemplos (que sko exercicios resohnidos), de Exercicios
propostos (que sio exercicios nio resolvidos, enconirados geralmente no
final da sessho ou capitulo), e das pdgimas ocupadas pela secho. Essa
estrutura deve ser sucedida pela apresentagio de uma andlise a partir de
wma lertura vertical @ uma leve leshura honzontal da obra

o Estrunira organizacional Local do livro diddrico: trata-se da
 orgamizacho, em uma tabela, as subseches com o5 seus
REGIONAL respectivos titules que compdem wm fdépice ou uma sessio
destacadn na urgnnlza;ﬁn r\rgu:n.n'l do Ivro, revelando (se
possivel) a quantidade de Definighes, de Teoremas, de
Férmulas, de Exemplos. de Exercicios propostos e das piginas
ocupadas pela subsegio, Essa estrutura deve ser sucedida pela
apresentacdio da anahse de cada subsegiio, a partir de uma
lettura honzontal da obra

Fonte: Henriques, Nagamine A., Nagamine C (2012, 1272)

6 Na ecologia do saber de Chevallard (1992), o habitat é definido como o lugar de vida e o ambiente conceitual de um objeto de saber.
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Os autores sublinham que

Essas estruturas ou organiza¢des didaticas proporcionam uma visao geral dos objetos
de estudo propostos no livro em andlise. Dependendo do interesse do trabalho, o
pesquisador pode restringir o estudo em uma destas estruturas. Essa restricdo favorece
a consolidagado dos conhecimentos em torno da praxeologia correspondente. Com
efeito, a andlise de uma sessdo de um livro didatico, € uma anélise local. HENRIQUES,
NAGAMINE A, NAGAMINE C. (2012, 1273)

Cada subsecao de uma secao de LD, é um objeto local de estudo (OLE) (HENRIQUES,
2019, p. 105). Assim, neste artigo, restringimo-nos a apresentacao de uma analise local de
cada um dos livros listados no Quadro 3, apropriando-nos da organizacao realizada por
Henriques (2019) na obra Saberes universitdrios e suas relacbées na educagdo bdsica em torno
do calculo diferencial e integral, na qual o autor elege o livro Cdlculo com geometria analitica
de Earl William Swokowski, apresentado no Quadro 3, produzindo o resultado estrutural que
trazemos no Quadro 5.

Quadro 5 - Estruturas organizacionais globais, regionais e locais de Swokowski

Tabela 4.5 - Estrutura organizacsenal regional {capitulo 06) do livro Swokowsk

Tabela 4.1 - Estrutura orgamizacional global do Swokowski s:‘r Ama Tils s il D[: IE-: ?;r ?: :: E:: : i
Capitulos  Assumts Segbes Paginas 62 Silido de revolagio mow oW @ e M4 o9
g] ]E;n'si"“mﬁ:;f g; é: &3 Volume por ankis clindricos 0w o 0l W M s 08
o A dervada s §1 64 Volume por seces ramsversas Wowo w0 w6 2w
4 Aplicagdes de derivadas i 73 65 f;”';}‘gn"“""” Seacocspedickd oo oy o o ow oW B R
05 Tiograis " 5 6 Tawe now ® om0 ®
gf ?l:l:é:s‘lio;;?m“gz“’ d‘:z’;:‘ g? gg 67 Momessos ¢ cestro de massa 05 0 00 o0 @ 6 o 11
e T (N - UL

écnicas de imbegrac n : = - - ! -
10 Formas indeterminadas ¢ istegrais impedpeias 03 n Toual 1M 007 W M 2 8
1 S amfimtae 1 82 Dl = Definiges, Teo = Teonisas, Cor = Corotinios, For = Fomulas, Ex = Enesiplos, Exp = Exestitios
12 Tépicos de gecmetria analitica 05 40 proposws, P = Pacoies, P<Pagina
13 Carvas planas & coordenadas polares 06 61 R - . .
M Vetores ¢ soperficies 0 & (b) organizacéo regional de LD Swokowski
15 Fm_;écs_mm valores vetoriass o7 35
“:, Derivago parcial L ol Tabela 4.7 - Estrutura organizacional local (secdo 6.2) do livro Swokowski
1 Integrais Miltiplas 10 100 Sede Tiulodaseds M Te Ok Fr B E P
18 Cileula vetorial 08 5 { s u a B Ep Py
19 . Equagoes diferenciais ik} i 62 Solide de revelucdo I N N n 8 4 " 11
ﬁd’& dios exercicios de nimero impar ‘;: 1L oLl L0 L)L LU
Indice anakitico — 10 Def = Defimsiges, Teo = Teoremas, Ole Objeto Jocal & ¢snado, For = Fmulas, Fx = Exesnplos,

Exp=Exereicios propostos, Pg =PFacotes, P=Pagna.
(a) organizagao global de LD Swokowski (c) organizacao local de LD Swokowski

Fonte: Henriques (2019, p. 113, p.137, p.139)

Vemos neste quadro que o objeto de estudo contemplado no nosso artigo, aplica-
¢bes de integrais definidas, ocupa a sexta regiao, sendo um dos capitulos analisados por Hen-
riques (2019), quando o autor destaca trés deles (05, 06 e 17) na organizacao global da obra.
E este assunto que analisamos na sua sexta secao (Quadro 5(b) regional e 5(c) local). Mas, an-
tes de adentrarmos nesta analise, visando estudar as relagées que nos referimos, explicita-
mos a estrutura organizacional global do segundo livro (GEOESPACO), ainda a partir de uma
organizacao realizada por Henriques (2019), nessa mesma obra, denotado por PROFMAT_2°
ANO MEDIO?, mostrada no Quadro 6.

7 Livro do professor de matemdtica do 20 ano do ensino médio
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Quadro 6 - Estruturas organizacionais globais e regionais do livro PROFMAT_2° ANO MEDIO

(a) Estrutura organizacional global do livio PROFMAT_2¢ ANO MEDIO (b) Estrutura organizacional regional do capitulo 8:
Capitulo  Titulo Secdes P PROFMAT_22 ANO MEDIO
Elementos pré-textuais o8 Secdo Titulo da segio Exp P
1 Progressoes 3 47 Apresentagio - 03
2 Retomando a Estatistica 3 Fal 8.1 Tépicas da geometria plana 53 20
3 Matriz 6 35 82 EDS-‘UladDS| _ ded 03 [1153
4 Determinantes 8 35 a3 e?ps:g::s relativas de duas retas no (1] 06
5 Sistemas lineares 5 26 8.4 Posictes relativas de uma reta no 04
6 Andlise combinatéria/Binémio de Newton g 36 plana 03
7 Probabilidade 5 26 B85 Posicoes relativas de dois planos no 06 a5
8 Geometria Espacial 1 109 espaco
Respostas o7 B.6 Prismas 42 12
. . B.7 Pirdmides 34 10
Siglas utilizadas 02 85 Cilindros 2 08
Total 50 322 B9  Cones 14 12
810  Esfera 23 07
B.11  Poliedros 30 20
Total 236 109

Fonte: Henriques (2019, p. 113, p.137, p.139)

A relacdo entre as aplicagées de integrais definidas de funcdes reais de uma variavel
real e a geometria comeca a se revelar, implicitamente, a partir da estrutura organizacional
regional do capitulo 8 do livro PROFMAT_2° ANO MEDIO (Quadro 6 (b)), quando esta é com-
parada com a estrutura correspondente na organizacao do ensino das aplicagées de integrais
definidas apresentada no Quadro 5(b). Para refinar essa conjectura recuperamos, ainda nas
analises realizadas por Henriques (2019), os objetos locais de estudos (OLE) evidenciados
em trés estruturas organizacionais locais no Quadro 7, sendo os primeiros OLE apresentados
no Quadro 7(a) sao propostos na secao 6.2 do ensino de aplicagbes de integrais definidas. No
Quadro 7(b) leem-se os OLE da secao 8.8 do ensino de cilindro em GEOESPACO, e no Quadro
7(c) lemos os OLE da sec¢ao 8.9 do ensino de cone também em GEOESPACO.

Quadro 7 - OLE de sélidos de revolucao nas aplicacées de integrais definidas e em GEOESPACO

Quadro 4.5: OLE de volume por Solido de revolugdo na segdo 6.2

Ole com icita com
. oL e
Olley | Solido de revolugde Geoierrias, ...
Oley | Discos circulares Geometrias, ...
Oley | Folume por discos circulares Geometrias, ...
Oled | volume por anéis circulares Gaomarrias, ...

(a) Aplicacdes de integrais definidas

; . - _ Quadro 4.28: Objetos locais de estudo do Cone na segdo 8.9
Quadro 4.25: Objetos locais de estudo de Cilindro na seglio 8.8 o . =
relaglo explicita com aigum saber das [ES
n OLE | Ole com redugdo explicita com algum saber da [E5 i = _OLE, o por— G;:Pw
Oley | Flementos do Cilinddra Integrols, Geomerrias %;: E:J.J::;:}Z::f;: I g?g"‘:-"“'-":m -
Olley | Classificagdo do Cilindro Crnanmetrias Ole, G:em;'-'del'm Cw‘el Tnregrar -
: e T i di ram Com Inregrats, Geomerrias,
Oles .JI.I'P\!'.I da hase do Cilindro u--crr!--s.b.w.'r'rm Oley | drea da base de wm Cone Tntegrats, Geemetrias,
Oley | Adrea lateral de wn Cilindro | Integrois, Geomelrias Olle; | Area lateral de 1 Cone Integrats, Geomerrias,
Oles | Volume de wm Cilindro Integrais, Geometrias, .. | Oleg | Volume de wm Cone Integrals, Geomatria, ..
{b) Cilindro em GEOSPACO (c) Cone em GEOSPACO

Fonte: Henriques (2016, p.159 e p.232)

Detalhemos a seguir a analise local de, ao menos, um dentre os OLE previstos em
cada obra (CDI e GEOESPACO).

Analise local da secao 6.2: sélidos de revolucao

O autor inicia esta secao enfatizando a importancia que o volume de um objeto de-
sempenha em muitos problemas nas ciéncias fisicas, tais como a determinacao de centro de
massa e de momento de inércia, prometendo trabalhar com esses conceitos posteriormen-
te, concentrando-se nos problemas de determinacao de medidas de volumes de sélidos que
tém formas irregulares, comecando, porém, com os objetos que apresentam formas simples
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e incluindo nesta categoria os sélidos de revolucdo. Os primeiros conceitos sistematicos que
podem ser relacionados com os elementos ensinados em GEOESPACO aparecem nessa se-
¢ao quando o autor escreve:

Se uma regido [plana] revolve em torno de uma reta no plano, obtém-se um sélido,
chamado sélido de revolucgao; dizemos que o solido é gerado pela regido. A reta é
um eixo de revolucdo. Em particular, se a regido R exibida na Figura 6.18(i) [cf. Figura 2,
neste capitulo] revolve em torno do eixo_x, obtemos o sélido ilustrado em (ii)® da fi-
gura. Como caso especial, se fé uma funcao constante, digamos f(x)=k, entdo a regido
[sob o gréfico de f] é retangular, e o sélido gerado [por revolucao da regido em torno
do eixo_y] é um [crivo® do] cilindro circular reto (cf. Figura 2(b))'. Se o gréfico de f é
um semicirculo com as extremidades de um diametro nos pontos (a,0) e (b,0), entdo o
solido de revolugao [da regido em torno do eixo_x] é uma esfera (cf. Figura 2(c)). Se a
regiao é [delimitada por] um triangulo retdngulo com [uma das] bases sobre o eixo_x e
dois vértices nos pontos (a,0) e (b,0) com o angulo reto em um destes pontos, o sélido
gerado [seja em torno do eixo_x ou do eixo_y] é um cone circular reto (cf. Figura 2(d)).
SWOKOWSKI (1994, p. 400)

A descricao apresentada pelo autor, na lingua materna, contém as nossas interven-
¢6es como forma de contribuicao na melhor maneira possivel da comunicacao matematica,
que destacamos por “colchetes [...]". Essa descricao pode ser representada, por conversao
para o registro grafico, conforme mostrado na Figura 2.

Figuras planas
em Geometrias
e Regides planas
em CDI

—

Figura 2 - Visualizacdo de regides e sélidos de revolucdo correspondentes no registro grafico.
Figuras espaciais
em Geometrias

~
e espacos

) A
CDI Figara 6.18

tridimensionais J .

ou solidos em
(a) (b) (c) (d)

Fonte: Swokowski (1994, p. 401) e Henriques (2019, p. 160).

—

De fato, estes primeiros conceitos estabelecem uma alianca de aplicacées de integrais
definidas com a GEOPAES, pois deparamo-nos com a mobilizacdo de elementos das geome-
trias plana, analitica e espacial.

Para consolidar mais essa relacao mediante a construcao de técnicas de realizacao
de tarefas, o autor apresenta, dentre as duas definicées quantificadas na estrutura organiza-
cional local da secao 6.2 (cf. Quadro 5(c)), a primeira referente a determinacao da medida do

8 Aregido representada na Figura 6.18(i), salvo outras interpretacdes, ndo gera o solido indicado na Figura 6.18(ii) como assegurado pelo autor
da obra em anélise.

9 Crivo-Geométrico é uma conservagao ou escolha de parte(s) de uma curva ou de uma superficie, necesséria(s) na representacdo do objeto
matemético correspondente no registro gréfico”. (HENRIQUES, NAGAMINE, SERODIO, 2020, p. 528). Um segmento, por exemplo, & um crivo
de uma curva de curvatura nula (a reta), um arco é um crivo de uma curva de curvatura ndo nula, um disco é um crivo de um plano etc. A
reunido conveniente de crivos de curvas pode delimitar uma regiao plana, ao passo que a reunido conveniente de crivos de superficies pode
delimitar um sélido enquanto objeto geométrico fechado, no sentido de que existe um limite superior para as distancias entre os pontos do
sélido. (HENRIQUES, NAGAMINE, SERODIO, 2020, p. 528)

10 As Figuras 4.10(b), 4.10(c) e 4.10(d), ndo constam no livro analisado. Estas sdo grifos nossos, pois na obra analisada sdo apenas apresentadas
na lingua materna através desta descrita em citagao.
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volume de um sélido de revolucao elaborada com base no conceito de se¢des transversais.
Assim, Swokowski (1994, p. 400), escreve:

Se um plano perpendicular ao eixo_x intercepta o sélido da Figura 6.18(ii) [cf. Figura
2(a)], obtém-se uma secéo transversa circular. Se conforme indicado na figura, o plano
passa pelo ponto do eixo_x de ordenada w, entdo o raio do disco é f(w), e daf a sua édrea
é nlf(w)]2. Chegaremos a uma definicdo do volume de tal sélido de revolucéao utilizan-
do somas de Riemann. Particionemos o intervalo [g, b] e consideremos os retangulos
mostrados na Figura 6.19(i), o sélido de revolucdo gerado por esses retangulos tem a
forma indicada na Figura 6.19(ii).

* Pk
— ) o
1 R v B — -
s, = 1'.,‘_‘&'
Figura &.1% \ et

Nota-se que o k™ retangulo gera um disco circular (um cilindro circular) de raio da
base f(w), e altura (espessura) Ax,=x"x, .. O volume deste disco, ¢ drea da base vezes
altura. Isto € m[f(w)]*Ax,. O volume do sélido da Figura 6.19(ii), € a soma [obtida pela
adicdo] de volumes de todos esses discos. Isto é,

D alron s,

k

Se a norma ||P|| da particéo esta proxima de zero, entéo esta soma deve estar préxima
do volume do sélido. Assim, é natural definirmos o volume do solido de revolucdo
como um limite de tais somas.

Definicdo 6.5 Seja fcontinua em [g, b], e seja R regido delimitada pelo grafico de
f, pelo eixo_x e pelas retas verticais [de equagdes] x=a, x=b. 0
volume V do sélido de revolugdo gerado pela revolugao da regido
R em torno do eixo_x é

b
V= lim Zir[f(wk)]zAxk = J.ir[f(x)]sz
IP1=07% a

A descricao apresentada pelo autor na construcao da primeira técnica de calculo de
medidas de volume de solidos de revolucao permite destacar alguns conceitos comuns en-
tre as aplicacbes de integrais definidas e a GEOPAES que apresentamos no Quadro 8.

Quadro 8 - Conceitos comuns entre CDI e GEOPAES

Aplicacoes de integrais definidas | GEOPAES
Ponto Ponto
Plano Plano
Perpendicularismo Perpendicularismo
Solido Solido
Secao transversa circular Segao transversa circular
Eixos coordenados Eixos coordenados
Raio de disco Raio de circunferéncia/Circulo
Area Area
Volume Volume
Somas de Riemann
Intervalo Intervalo
Retangulo Retangulo
Cilindro Cilindro
Base e Altura Base e Altura

Fonte: Produzido pelos autores
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A definicdao apresentada acima, identificada por 6.5 na obra, permite o calculo de
medidas de volumes de solidos de revolucao gerados pela revolucao de uma regiao R em
torno do eixo_x. Essa definicao ganha um aliado na organizacao local das aplicagées de inte-
grais definidas, em torno de sélidos de revolucao, quando o autor apresenta a segunda, que
permite calcular volumes de solidos (cf. Figura 3(ii)) gerados pela revolucao de regides (cf.
Figura 3(i)) em torno do eixo_y.

Figura 3 - Regido plana e solido de revolucao em torno do eixo_y.

0] i (ii) y

4
|
|
|
d |

o

Figura 6.21

Fonte: Swokowski (1994, p. 402)

A referida definicdo é identificada na obra por 6.6, dada na pagina 402, exclusiva-
mente, no registro algébrico, como segue:

d
Definicio 6.6 V= lim ¥ 2lgw )] Ay, = [dlg()])

[P0, ¢

As duas definicdes 6.5 e 6.6, se restringem a revolucao de regides em torno do eixo_x
ou eixo_y. Para generalizar o conceito utilizando-se qualquer reta como eixo de revolugao, o
autor apresenta a seguinte regra geral.

Espessurag
i

Volume V de um disco circular i
V= ri(raio)2.(espessura) Eixo d¢ R

I\"\'llllnll"ulnl.l

Fonte: Swokowski (1994, p. 403)

Como aplicagdo, encontramos o primeiro exemplo (enquanto tarefa do autor) elabo-
rado com o seguinte enunciado:

A regido delimitada pelo eixo_x, pelo grafico da equacdo y = x*+1 e pelas retas x=-1e
x =1 giraem torno do eixo_x. Determine o volume do sélido resultante. (SWOKOWSKI,
1994, p. 403)

Diante deste enunciado, concordamos com Henriques (2019, p. 163) quando atribui

A mencéo “grafico” a “fungao’ e vice-versa, e ndo a ‘equagao’, porque uma equacao
nem sempre resulta em um gréfico, no sentido de que todo elemento do dominio
da funcéo tenha uma Unica imagem, ou seja um Unico valor funcional. Para isso, é
suficiente considerar a equacdo dada por x* + y* = @’ sendo, no registro grafico, uma
curva que nao é um grafico. Pois, para todo valor de x no intervalo fechado de extre-
midades -a e a possui duas imagens. Portanto, a mencdo “equagao” deve ser atribuida
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a"curva’no registro grafico. Assim, é inconveniente evocar o termo grafico, quando
nos referimos a equagao.

O auto acrescenta “estamos querendo mostrar que se deve estabelecer uma coe-
réncia conceitual entre as no¢des em pauta, inclusive as superficies, que organizamos no
[Quadro 8] para auxiliar na reflexdao e aquisicao de conhecimentos associados” (HENRIQUES,
2019, p. 163).

Quadro 9 - Relacdes conceituais, funcao-grafico, equacao-curva-superficie

S regmj:;lgebrlco tem-se No registro gréfico deve-se evocar o termo:
Funcao Grafico
Equacao de duas varidveis Curva
Equacao de trés variaveis Superficie

Fonte: Henriques (2019, p. 163)

Utilizando estas relagdes, reescrevemos o exemplo do autor, com uma imersao no
modelo praxeolégico de gestao de tarefas, conforme apresentado no Quadro 10.

Quadro 10 - Imersao, do primeiro exemplo do autor sobre o calculo de volume

de sélido de revolugdo, no modelo praxeoldgico de gestdo de tarefas (MPGT)

GT,

Considerar as equacdes dadas por y=0, y = x*+1,x=-1ex =1, para
realizar as seguintes tarefas:

t1 | Fornecer, no registro grafico, a regido R delimitada pelos crivos'
restritos de curvas de equacoes consideradas em GT,.

t2 | Revolucionar a regiao R em torno do eixo_x (reta de equacao
y=0) representando o solido resultante no registro grafico.

t3 | Determinar o volume do solido obtido na realizacao da t2,

explicando cada etapa na lingua materna.

Fonte: Produzido pelos autores

Como exemplo, Swokowski (1994, p. 403) apresenta a seguinte resolugao:

Conforme a diretriz 1 [as referidas diretrizes precedem o exemplo em questao na
obra], esbocamos a regido e exibimos um retangulo vertical de largura dx (veja a Figu-
ra 6.23(i)). [Com base] na diretriz 2 esbocamos o sélido gerado por R e o disco gerado
pelo retangulo (veja a Figura 6.23(ii)). [Com base] nas diretrizes 3 e 4 observamos o

seguinte:
Espessura do disco: dx
Raio do disco: X541
Volume do disco: a(x?+1)%dx
1 : | 1 ]
Figura 6.23 n

11 Ver o conceito de Crivo-Geométrico em Henrigues, Nagamine e Serédio (2020, p. 257).
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Poderfamos em seguida aplicar a diretriz 5 com x com a=-1 e b=1, para obter o volu-
1
me V considerando f_l um operador que toma um limite de [adicéo] de volumes de

discos. O outro método consiste em utilizar a simetria da regiao em relacdo ao eixo_y

1
e achar o volume aplicando fo T(x"2 + 1)2dx e duplicar o resultado. Assim,

1
V= f 7(x? +1)%dx [Estabelecimento da integral]
1

1
= 2f 7(x? +1)%dx [Aplicacdo de simetria]
0

x° x3
=27m|=+2| = +x
5 3
[Desenvalvimento da aplicacao do

= 273-(1 + E + 1) = 5_6 7= 11,7 TFCerealizacdo do tratamento
3 numéricol.

[Calculo da primitiva do integrando e
aplicacdo da segunda parte do
Teorema Fundamental do Calculo
0 (TFQ)]

1

E notavel que as trés tarefas gerenciadas no GT, sao contempladas pela pratica do
autor. Isso mostra que existem saberes necessarios a consolidacao da aprendizagem dos
estudantes que ndo sao transformados em tarefas nesta organizacao local de estudo de
sélidos de revolucao. Esse fato é notavel em todas as organizacdes praxeoldgicas locais pro-
postas no livro de Swokowski. Salientamos que se destacam os quatro registros de represen-
tacdo semidtica, evidenciados no quadro tedrico, na pratica do autor durante a resolucao
das tarefas do GT,, que retomamos no Quadro 11:

Quadro 11 - Registros de representagao notaveis na pratica do autor Swokowski em CDI

. Lingua materna
. Registro algébrico
. Registro grafico
. Registro numeérico

T S

Fonte: Produzido pelos autores

O primeiro se manifesta, além do enunciado, na descricao de cada etapa de resolu-
¢ao. O segundo é mobilizado na representacdo de cada equacdo no gerador de tarefas, no
controle da espessura, raio e volume do disco, bem como no estabelecimento da integral e
no calculo do seu valor. O terceiro é explicitado na representacao da regidao revolucionada
em torno do eixo_x, e o sélido resultante. O quatro registro € mobilizado na determinacao
do valor efetivo da integral. Ademais, os conceitos comuns entre as aplica¢ées de integrais
definidas e a GEOPAES que apresentamos no Quadro 8 sao recorrentes em todo o ensino
previsto nesta secao.

Visando fortalecer os referidos conceitos comuns, passamos a analise local de OLE
previsos na segunda obra (GEOESPACO).
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Andlise local da secao 8.8 da obra PROFMAT_2° ano médio: cilindro

Como vimos no Quadro 7, o ensino do cilindro é organizado com cinco OLE. O autor
inicia a apresentacao deste ensino com a definicdo do cilindro. Porém, essa definicdao nao é
identificada com essa nomenclatura. Ou seja, ndo antecipa o conceito com o termo “defini-
¢ao” Isso acontece em toda a obra. Assim, na pagina 297, |é-se:

Seja R um circulo contido num plano (3 e XY um segmento de uma reta s concor-
rente com 3. Denominamos cilindro o conjunto dos segmentos paralelos e con-
gruentes a XY que tém uma extremidade em R e que estdo num mesmo semies-
paco determinado por .

Trata-se, portanto, de uma definicdo apresentada, completamente, na lingua mater-
na, e convertida, em seguida, no registro grafico, conforme mostrado na Figura 4.

Figura 4 - Visualizacao da descricdo da definicao do cilindro no registro grafico

~?J’- 1955 ol =

x.li'll PALEE 2 ‘;‘.' @I} 2
Fonte: PROFMAT_20 ANO MEDIO (2005, p. 297)

Essa Figura é sucedida pelo ensino dos elementos geométricos de um cilindro, quan-
do, na mesma pagina 297 da obra PROFMAT, escreve-se:

Elementos do cilindro (OLE,)

Bases: sao os circulos de centro O e O’ e raio de medida r. Geratriz: é todo segmento
paralelo a OO0’ e com extremos nas circunferéncias das bases; indicaremos sua
medida por g. Altura (h): distancia entre os planos das bases.

Os Cilindros sao exemplos de sélidos geométricos.

Na sequéncia o autor apresenta a classificagao (OLE,) atribuida ao cilindro. Com esse
objetivo, sem ter mencionado antes o termo cilindro circular nessa organizacgao, o autor es-
creve:

Classificacdo: O cilindro circular pode ser classificado como obliquo ou reto,
conforme a posicao de uma geratriz em relacao aos planos das bases.

Esta classificacao é seguida da representacdo correspondente no registro grafico que
trazemos na Figura 5. E de notar que na sua descricao, o autor da obra PROFMAT nao deu
nenhuma referéncia a essa figura. Todavia, pela leitura do texto, conjectura-se que ele se
refere a representacao dos dois tipos de cilindros (obliquo e circular reto) no registro grafico.

Figura 5 - Visualizacao de cilindros obliquo e circular reto no registro grafico

Coilinaldre circular obligus Cilimdng clrcular Felo

f i

= f R - . :
'5-" _-'r I.'r.?] 'r T L . .:. 1
i il l \ [ 1

Vi
i

As gerairizes sho
AR peratrizcs akr el ;
obliguas & hase. pro el o

Fonte: PROFMAT_20 ANO MEDIO (2005, p. 297)
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Referindo-se ao cilindro circular reto, o autor mostra que este tipo de cilindro, tam-
bém conhecido como de revolugao, é um sélido gerado pela rotacao de 360° de um re-
tangulo em torno de um eixo que contém um de seus lados. Tem-se ai uma relagéo explicita
entre os saberes inerentes, discutidos no estudo de solidos de revolugao apresentado na and-
lise local das aplicagées de integrais simples nas IES.

Discutem-se, na sequéncia, alguns conceitos particulares, tais como se¢do transversal
e se¢do meridiana de um cilindro, que sao também conceitos tratados nas aplicacdes de in-
tegrais, reforcando a cada momento as relacdes almejadas. Visando a realizacao de calculos
efetivos, o autor apresenta a primeira técnica de célculo de medidas de areas de regides
circulares de raios constantes, identificada que ele denomina drea da base de um cilindro
reto (OLE)). Identificando a varidvel representante da medida da drea da base do cilindro por
A,, 0 autor da obra PROFMAT traz, entao a seguinte formula/técnica de célculo: A= s A
letra r representa o raio da base de um cilindro. Além desta técnica, aparece, imediatamente,
a férmula para o calculo da medida da area da superficie lateral (Ole4) de um cilindro reto,
identificada por A e representada no registro algébrico por: A = 2nrh. Considerando a su-
perficie total de um cilindro, o autor da obra PROFMAT acrescenta, na organizacao analisada,
a formula de calculo da medida da area total dessa superficie, conforme mostrado na Figura
6.

Figura 6 - Visualizacdo da superficie total de um cilindro

.

AT :z.Ab +AL h. A

: .
Ar =2.(mr?) + 2nr.h l G T J *'

Ar =2mr.(r +h) [:‘J o i

Fonte: PROFMAT_20 ANO MEDIO (2005, p. 299)

Como é de esperar, o ensino do calculo de medida de volume de um cilindro (OLE,)
também encontra o seu espaco nessa organizagao. Com efeito, identificando a variavel re-
presentante da medida do volume do cilindro por V, o autor da obra PROFMAT apresenta a
quarta férmula, encontrada nesse local dada por:.

Sao propostos cinco exercicios do tipo Participe das resolucoes e, doze, dos 17
exercicios propostos, denominados: Elabore as resolucoes. Dentre estes exercicios, apre-
sentamos no Quadro 12 um deles do primeiro tipo, extraido na pagina 302, identificado na
obra por (Mack-SP)'2,

12 Significa que o referido exercicio foi retirado do conjunto de provas da Universidade Presbiteriana Mackenzie de S&o Paulo.
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Quadro 12 - Exercicio de cilindro designado “Participe das resolucdes”

(Mack-SP) O raio de um cilindro circular reto é aumentado em 25% para que o volume permaneca
0 mesmo, a altura do cilindro deve ser diminuida em

(a) 25 | (b) 28 | () 30 | (d) 32 | (e) 36

Trata-se de um exercicio no qual espera-se que o Professor que adote esta obra acom-
panhe as técnicas mobilizadas pelo autor. E, portanto, um exercicio resolvido pelo autor da
obra PROFMAT, que na mesma pagina 302 apresenta a seguinte resolucao:

r =raio da base do cilindro
h = altura do cilindro

V =volume = rr?. h (antes da alteracao)
V' =volume =1(1,257)%. h (1 L

_ 100) (apos a alteracao)
Portanto: V=V’

k
2 2 N
nr.h H(1,25T)k.h(l 100)
1= 1252.(1——) k=36
(1.25) 100/~
Fonte: PROFMAT_20 ANO MEDIO (2005, p.302)

Com esta analise, é suficiente vermos que as geometrias e aplicagdes de integrais de-
finidas de funcdes de uma variavel real guardam uma forte relacao que se justifica pela mo-
bilizacao de conceitos equivalentes, porém, tratados/ensinados em contextos diferentes e
em distintas instituicbes. Mas entdo, quais sao as praticas efetivas de estudantes das IES nos
cursos de DCl diante do ensino destes conceitos? As analises subseque  ntes, sendo cons-
tituintes da quarta parte prevista neste artigo, concedem-nos um espacgo propicio de coleta
de dados e aquisicao de respostas deste tipo de questionamento.

PRATICAS EFETIVAS DE ESTUDANTES

Entendemos por pratica efetiva do estudante o fazer real do estudante, a partir dos
conceitos inerentes aos objetos do saber em jogo, acessivel mediante a comunicacao oral,
escrita, gestual etc., em diferentes ambientes de aprendizagens, tais como papel/lapis e/
ou computacional, favorecendo assim a coleta de dados uteis no diagnostico/analise desse
fazer, ndo exclusivamente, na pesquisa como também nos préprios processos de ensino e
aprendizagem.

Neste contexto, e baseados nas analises realizadas nas se¢des anteriores deste artigo,
recorremos aos trabalhos de um Professor de cdlculo diferencial integral em uma das suas
turmas desta matéria ofertada em uma universidade publica do estado da Bahia (Brasil), nos
cursos de ciéncias exatas. Trata-se, especialmente, do Célculo Diferencial e Integral | (CDI 1)
em que os estudantes se relacionam, pela primeira vez, com as aplicacbes de integrais de-
finidas de funcdes de uma variadvel real, esperando-se, por conseguinte, a exploracao das
relacdes possiveis deste objeto com a GEOPAES.

Em sua avaliacdo que contempla este objeto do saber, o Professor utiliza o modelo
praxeoldgico de gestao de tarefas (MPGT) (HENRIQUES, 2019), do qual trazemos um recorte
reproduzido no Quadro 13, contendo dois GT, gerenciando-se quatro tarefas em cada.
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Quadro 13 - Reproducao de geradores de tarefas utilizado em uma avaliacao de CDI |

Considerar a regidao R do plano delimitada pelo grafico da funcao f(x) = x, pelo
eixo_x e pela reta de equagdo x =5, para realizar as seguintes tarefas,
explicando cada etapa de resolucio passo-a-passo:

t1 | Representar a regido R no registro grafico.

t2 | Informar o nome que a regiao R recebe em Geometria plana.

t3 | Representar, no registro gréfico, o solido S obtido pela revolucao da regiao R em
torno do eixo_x, e informe o nome que este solido recebe em Geometria Espacial.
t4 | Aplicar o método dos discos circulares para fornecer a medida do volume de S.

Gerador de tarefas
GT1

Considerar a regidao R do plano delimitada pelas curvas de equacdes dadas por
y=9, x =3, pelo eixo_x e pelo eixo_y, para realizar as seguintes tarefas,
explicando cada etapa de resolucdo passo-a-passo:

t1 | Representar a regiao R no registro grafico.

t2 | Informar o nome que a regido R recebe em Geometria plana.

t3 | Representar, no registro gréfico, o solido S obtido pela revolucao da regido R em
torno do eixo_x, e informe o nome que este sélido recebe em Geometria Espacial.
t4 | Aplicar o método das cascas cilindricas para fornecer a medida do volume de S.

Gerador de tarefas
GT2

Fonte: Avaliacdo proposta por um Professor em um curso de CDI sobre integrais duplas

E notavel que os geradores de tarefas (GT), assim constituidos, favorecem uma ges-
tao e transformacao de conceitos em tarefas, a exemplo de “informar o nome de um objeto
do saber’, sendo, portanto, um caminho propicio para o acesso as praticas efetivas de es-
tudantes. Pois, uma vez fixadas as informag¢des no gerador, pode-se elaborar tantas tarefas
quantas forem necessarias para “forcar” os estudantes a passarem em uma experiéncia que
resgata os conceitos basicos do objeto em cena. Além disso, nota-se que os geradores con-
vidam o estudante a descrever/explicar os seus fazeres, passo-a-passo, na Lingua Materna.
Ademais, a relacao entre aplicacées de integrais definidas e GEOPAES, questionada neste ar-
tigo, aparece de antemao no gerador reforcando, ainda mais, o resultado encontrado ante-
riormente durante a andlise praxeoldgica.

Assim, considerando os dois geradores de tarefas em questdo, apresenta-se a seguir
um diagndstico das praticas efetivas dos estudantes, com referéncias na fase de aplicacao,
analise a posteriori e validacao de uma sequéncia didatica (HENRIQUES, 2019), trazendo al-
guns recortes de seus a fazeres reais acessiveis pela comunicacao escrita.

A andlise das praticas efetivas de estudantes

Como sublinhado anteriormente, os dois geradores de tarefas (GT1 e GT2) apresen-
tados no Quadro 12 sdo partes de uma avaliacao preparada pelo Professor e aplicada a uma
turma de 31 estudantes de cursos de ciéncias exatas matriculados na disciplina CDI I. Dentre
os dados coletados, trazemos recortes de manuscritos de trés estudantes que identificamos
por Estudante E1, Estudante E2 e Estudante E3.

Ressaltamos que as quatro tarefas gerenciadas nos dois geradores sao exatamen-
te as mesmas, porém, conduzidas com informacées distintas fornecidas em cada GT. Essa
é uma caracteristica de tarefas emblematicas no sentido de que elas se repetem em uma
praxeologia, alimentadas por diferentes objetos do saber e diferentes técnicas/métodos de
realizacao, a saber,“o método dos discos circulares” e “o método de cascas cilindricas” para
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o caso de calculo de medidas de volumes de soélidos. Na nossa analise, retomaremos cada
tarefa sequida dos manuscritos dos estudantes e das nossas reflexdes a partir das suas pra-
ticas efetivas. Para comecar, vejamos no Quadro 14 as respostas dos estudantes diante da
primeira tarefa.

Quadro 14 - Recortes de manuscritos de estudantes relativamente a t1.

t2 | Representar a regiao R no registro gréfico
Fatil
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Fonte: Dados da pesquisa

Podemos observar que os trés estudantes apresentam resultados pertinentes ao ob-
jeto esperado, mas revelam dificuldades relacionadas a producdo de uma descricao plau-
sivel que explicasse o processo utilizado passo-a-passo na representacao da regiao R no
registro grafico. Quando o Estudante E1 escreve:

Sabemos que a fungdo f(x)=x apresenta uma reta no registro grdfico passando pela
origem e no ponto x = 5.

além de confundir a funcdo com uma de suas representacoes, ele fornece, imedia-
tamente, a referida regido, sem mencionar as demais retas que lhe permitiram acessar tal
regiao, o que caracteriza um vazio didatico. A pratica efetiva do Estudante E2 segue pratica-
mente 0 mesmo procedimento do Estudante E1 quando escreve:
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Para a realizagéo da tarefa 1, iremos usar as coordenadas do plano cartesiano, para
esbocar o grdfico da fungdo fix) = x, sendo que x = 5. Assim temos que

Ora, apesar do resultado esperado seja pertinente, este estudante valoriza apenas a
funcao f, como se fosse a Unica informacao do GT1 capaz de favorecer o resultado, pois ele
omite a mengao das retas de equagdes y = 0 (0 eixo_x) e de equacgao x = 5, paralela ao eixo
y passando no ponto (5,0).

Observando a pratica do terceiro estudante (E3), somos levados a produzir uma ana-
lise equivalente, pois este também apenas escreve:

Devemos inicialmente, fazer o grdfico da fungéo f(x) = x,

fornecendo, porém, convenientemente, a regido esperada, mesmo sabendo-se que
o grafico da funcao f por si sé nao delimita a regiao em questao.

Fazemos a hip6tese de que a sobrevivéncia do vazio didatico na comunicagcao mate-
matica dos estudantes é fruto da auséncia, nas organizacdes matematicas em LD, da trans-
formacado de conceitos matematicos em tarefas que exigem que o estudante descreva os
conceitos correspondentes na lingua materna. Podemos notar, no entanto, que os estudan-
tes mobilizaram convenientemente a conversao das informagdes consideradas nos gerado-
res, do registro algébrico para o registro grafico, mas tém dificuldades em externar, na lingua
materna, os saberes utilizados nessa conversao, em producao dos resultados corresponden-
tes.

Continuando com a nossa andlise a posteriori, entramos na segunda tarefa proposta
na avaliacao do Professor com o enunciado que retomamos pelo Quadro 15:

Quadro 15 - Recortes de manuscritos de estudantes relativamente a t2.

t2 | Representar a regiao R no registro grafico
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Fonte: Dados da pesquisa

Trata-se de uma tarefa relativamente elementar, porém, importante na consolida-
¢ao da aprendizagem dos estudantes, na medida em que convida os estudantes a se mani-
festarem sobre nomenclaturas de objetos de saberes com base nas constru¢des realizadas
por eles préprios. Na relacao usual dos estudantes com os objetos geométricos nas tarefas/
exercicios propostos nos livros didaticos, o nome de cada figura geométrica é, geralmente,
explicitado no enunciado, e a tarefa de representar o objeto correspondente no registro gra-
fico ou geométrico, também, é na maioria dos casos retirada do estudante, sendo indicada
no LD ou mesmo no ensino com termos do tipo “a figura ao lado mostra” ou“como mostrado
na figura ao lado”, entre outros termos equivalente, retirando do estudante a possibilidade
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dele préprio realizar a referida representacao ou nomenclatura. Ora, essa retirada ativa o
fendbmeno denominado por Brousseau de efeito topdzio. Consequentemente, os estudantes
nao se mostram seguros em externarem o que sabem ou devem saber. Sujeitados a mencao
“realizar a tarefa explicando cada etapa de resolucao passo-a-passo” no Gerador de Ta-
refas, alguns estudantes tentam justificar as suas respostas, como se pode ler na producao
do Estudante E2, quando escreve:

Para a realizagéo da tarefa 2, iremos fazer que a geometria plana apresenta na tarefa
1, temos um triangulo como uma figura plana. sendo que, a figura apresenta um tri-
dngulo retdngulo.

No entanto, a auséncia de costume/maturidade formativa para realizacdo desse
tipo de tarefas, esse estudante se vé diante de uma situacao complexa. Pois, analisando a
sua comunicagao matematica, podemos perceber que ele tem ao seu dispor um controle
da nomenclatura esperada, mas ele tem dificuldade de organizar as suas ideias com base
nas regras de conformidade da lingua materna enquanto registro representacao. O mesmo
acontece com E3, quando escreve:

A geometria plana apresentada no grdfico é um retdngulo.

Ora, além de entender, equivocadamente, o resultado que apresentou na realizacao
da t7 como geometria plana, o estudante estende esse equivoco ao reconhecer o nome do
objeto que representou, pois, ao invés de se referir ao “tringulo retdngulo”, ele simplesmen-
te escreve “retdngulo”. 1sso pode ter sido também uma “falta de aten¢éo”. O terceiro estudan-
te, por sua vez, restringe a resposta ao nome esperado, o “tringulo”. De qualquer sorte, mes-
mo com a auséncia de consisténcia na comunicacao matematica dos estudantes, a relacao
investigada neste artigo entre as aplicacées de integrais definidas e GEOPAES é notavel nas
praticas efetivas dos estudantes, como se pode observar ainda nas suas producdes colhidas
com base na realizacao da terceira tarefa do GT1, que retomamos no Quadro 16.

Quadro 16 - Recortes de manuscritos de estudantes relativamente a t3.

t3 | Representar, no registro grafico, o sélido S obtido pela revolucao da regiao R em torno do eixo_x, e
informe o nome que este sélido recebe em Geometria Espacial.
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Fonte: Dados da pesquisa
O conceito de soélido de revolucdo gerado pela rotacao completa (360°) de uma re-
gido plana em torno de um eixo de referéncia se mostrou devidamente mobilizado pelos
estudantes, pois os trés estudantes apresentaram o resultado esperado. Contudo, sempre
que estes estudantes se veem diante de uma descricao de praticas na lingua materna, re-
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velam dificuldades de comunicacdao matematica capaz de externar convenientemente essa
pratica. De fato, quando o E2 escreve:

Assim, temos que a figura geométrica gerada pela revolug¢do é um cone.

vemos que o estudante omite, no seu discurso, o objeto revolucionado (o triangulo
retangulo), revelando, assim, um vazio didatico. O estudante E3, por sua vez, quando escre-
ve:

Fornecendo o grdfico do sélido obtido na revolugdo da regiéo R na primeira figura po-
demos perceber que o sélido tomou a forma de um cone, onde esse nome foi dado pela
Geometria Espacial.

revela um entendimento de que um sélido é um grafico. Mas, conforme a discus-
sao levantada anteriormente (ver Quadro 8), em matematica, os graficos sao produtos de
funcoes, diferentemente do entendimento preconizado em outras dreas de conhecimentos,
como a estatistica, por exemplo, em que toda representacao de objetos, no registro grafico
é vista como um grafico. Além disso, a frase “...na revoluc¢do da regido R na primeira figura
podemos perceber que o sdlido tomou a forma de um cone” é questionavel. Ou seja, essa co-
munica¢do nado transmite aquilo que o préprio estudante pensou, uma vez que o objeto
que produz o sélido é uma regiao revolucionada em torno de um eixo, e nao o sélido para o
sélido (cone). Podemos, portanto, conjecturar que existe uma fragilidade muito grande na
comunicacao escrita dos estudantes na lingua materna, que o estudante E1 vem ocultado
desde a realizacao das tarefas anteriores, quando escreve simplesmente “triangulo” e “cone”.

A quarto tarefa do GT1 foi proposta com o enunciando seguinte, favorecendo a co-
leta de producdes de estudantes. Apresentamos no Quadro 17 as producoes de E1, E2 e E3.

Quadro 17: Recortes de manuscritos de estudantes relativamente a t2.
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Fonte: Dados da pesquisa

Estudante E3
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Em GEOPAES, o volume de um cone de raio da base r é calculado pela técnica
. ~ 1 125
V = 13, Assim, sabendo-se que r =5, entdo espera-se que IV = 3 5% = S T Este va-
3

lor foi alcancado pelos trés estudantes mediante a aplicagao de uma integral definida, pela
técnica ou método dos discos circulares sugerido no enunciado, verificando-se, mais uma
vez, a relacdo entre aplicagbes de integrais definidas e a GEOPAES. Apesar do resultado ser
alcancado pelos estudantes, o primeiro E1 apresentou um procedimento “estranho” quando

5 53 125
ele escreve ™ = [’ x?dx, e finalmente 7 = [; - 0] — —5 T Isto mostra o quanto o processo
é tao importante quanto o resultado. Ou seja, nao basta considerar o resultado apresenta-
do pelo estudante, é fundamental observar os procedimentos ou caminho percorrido pelo
estudante na resolugao de situagoes/tarefas propostas nos processos de ensino e aprendi-
zagem.

Concluimos aqui a nossa analise de praticas efetivas dos estudantes, deixando o se-
gundo geradores de tarefa como parte do artigo para a reflexao ou utilizacao do leitor em
suas praticas institucionais.

CONSIDERACOES FINAIS

No inicio deste artigo, propusemo-nos a buscar respostas para os seguintes questio-
namentos: Qual é a relacdo que as aplicacdes de integrais definidas de funcdes reais de uma
variavel real, tem com a GEOPAES? Como é que os estudantes do ensino superior lidam com
essa relacdo na resolucao de tarefas propostas?

Tanto as aplicagées de integrais definidas quanto a GEOPAES sdo objetos matematicos
ensinados separadamente nas instituicbes de ensino superior.

O nosso interesse pela investigacao da referida relacao foi impulsionado pela utili-
zacao frequente dos objetos geométricos no ensino de calculo diferencial e integral (CDI)
enquanto habitat do primeiro objeto de estudo. Com efeito, para respondermos ao primeiro
questionamento, nos apropriamos da teoria dos registros de representacdao semiotica de
Duval e da analise praxeoldgica, em especial as organiza¢des didaticas locais propostas em
livros didaticos de calculo e de geometrias. Como pudemos acompanhar neste artigo, a re-
ferida relacao é atrelada aos conceitos de medidas de areas de regides planas e de volume
de sélidos, mobilizando-se objetos do saber conhecidos pelos estudantes nas instituicoes
anteriores ao ensino superior. Ou seja, o CDI se alimenta fortemente dos conceitos geomé-
tricos notaveis em varias situagdes, seja no contexto teodrico construido na apresentacao
de cada objeto local de estudo (OLE), seja na gestao de tarefas realizadas pelos estudantes.
Estes ultimos, por sua vez, lidam bastante com essa relacao notavel no desenvolvimento das
suas praticas efetivas que permeiam os diferentes registros de representacao mencionados,
explicitamente, nas tarefas propostas a partir das informacoes destacadas em cada gerador
(GT), de forma a forcar os estudantes a vivenciarem esses registros na aprendizagem mate-
matica.
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