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La Geometria Euclidiana y su transposicion didactica
Didactic transposition of Euclidean Geometry

Transposicao didatica da geometria euclidiana

Francisco Ugarte'® O
Cecilia Gaita>® O

RESUMEN

En el siguiente trabajo, se ejemplifica cémo la nocién de transposicion didactica puede utilizarse para explicar la
génesis de un sistema de conceptos matematicos, como la geometria euclidiana. El estudio considera también los
niveles de codeterminacion, el contexto histérico-cultural y el desarrollo de las sociedades, la ciencia y la tecnolo-
gia. El resultado muestra una evolucién constante de las praxeologias, pero sobre todo la dependencia del bloque
practico-técnico de la evolucién del bloque tecnoldgico-tedrico. Los autores concluimos que una transposicion
didactica requiere la construccion previa de un bloque tecnoldgico-tedrico que consista ademas en un tejido de
organizaciones matematicas de complejidad creciente.

Palabras clave: Transposicion didactica; Geometria Euclidiana; Niveles de codeterminacion; Organizaciones
matematicas; praxeologias

ABSTRACT

Lorem ipsum dolor sit amet, consectetur adipisicing elit, sed do eiusmod tempor incididunt ut labore et dolore
magna aliqua. Ut enim ad minim veniam, quis nostrud exercitation ullamco laboris nisi ut aliquip ex ea commodo
consequat. Duis aute irure dolor in reprehenderit in voluptate velit esse cillum dolore eu fugiat nulla pariatur. Ex-
cepteur sint occaecat cupidatat non proident, sunt in culpa qui officia deserunt mollit anim id est laborum.
Keywords: Didactic transposition; Euclidean geometry; Codetermination levels; Mathematical organizations;
praxeologies.

RESUMO

O artigo a seguir exemplifica como a nocdo de transposicao didatica pode ser usada para explicar a génese de um
sistema de conceitos mateméticos, como a geometria euclidiana. O estudo também considera os niveis de code-
terminacgdo, o contexto histdrico-cultural e o desenvolvimento das sociedades, da ciéncia e da tecnologia. O resul-
tado mostra uma evolugao constante das praxeologias, mas sobretudo a dependéncia do bloco pratico-técnico da
evolucao do bloco tecnolégico-tedrico. Os autores concluem que uma transposicao didatica requer a construcao
prévia de um bloco tecnolégico-tedrico que também consiste em um tecido de organizagdes matematicas de com-
plexidade crescente.

Palavras-chave: Transposicdo didatica; Geometria euclidiana; Niveis de codeterminacdo; Organizagdes
matematicas; Praxeologias.
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La Geometria Euclidiana y su transposicion didactica

INTRODUCION

En el desarrollo de la geometria como saber sabio pueden identificarse distintas
etapas, tales como proto geometria, geometria cuasi empirica, pre euclidiana, geometria
racionalista, empirista, euclidiana, analitica y geometrias no euclidianas, segun indican Gon-
zales, Herrero y Moreno (2016). Asimismo, en los sistemas educativos pueden reconocerse
cambios importantes respecto a la ensefianza de esta disciplina, dando origen a estudios
transpositivos (GONZALES ET AL, 2016).

Cada una de las geometrias, en particular la geometria euclidiana como saber a en-
sefar en la escuela, ha sufrido transformaciones que han sido reportadas en diversos traba-
jos. Dichos cambios tienen como base posturas epistemoldgicas respecto a cdmo se conci-
be a la geometria; ello da origen a distintas propuestas de su ensefianza, como resultado de
una transposicion didactica.

Al hablar de la dimensién epistemolégica de la ensefanza de la geometria, nos referi-
mos a la identificacién de la evolucién de las convicciones acerca cémo se aprende, ensena y
se organiza la ensefnanza de la geometria. Claramente en el proceso de ensefianza, los maes-
tros toman decisiones en el aula, a partir de sus propias epistemologias (BROUSSEAU, 2006),
esto es, a partir de sus propias convicciones de cobmo se aprende un determinado saber. Este
bagaje epistemoldgico, construido de forma empirica, plantea procesos didacticos que son
compartidos y documentados, al menos parcialmente, en los libros de texto.

Es bien conocido que el origen de la geometria se remonta a civilizaciones antiguas,
como la egipcia o babilénica. De hecho, la tradicion geométrica de estas culturas, puesta de
manifiesto en el calculo de areas de terrenos rectangulares y triangulares, en la numeracién
sexagesimal para la medida de angulos y su uso en la construccién de monumentos, entre
otros aportes, fue transmitida de generacién en generacién a través de civilizaciones.

En ese contexto, el libro Los Elementos de Euclides se constituye en la sintesis de
esta tradicion geométrica, asi como El Almagesto de Ptolomeo es la sintesis de la tradicion
de lo que hoy llamamos la geometria esférica, tomando como base los trabajos de Euclides,
Hiparco y Eratostenes.

Los Elementos es el libro con mas ediciones en la historia, con mas de 1500 ediciones
en mas de 100 idiomas, segun O'Connor y Robertson (2003). Euclides utiliza, por primera
vez, el razonamiento deductivo para la construccién de una geometria axiomatica; dicho
trabajo le valié ser considerado como el primer matematico en el sentido actual (LINDBERG
& NUMBERS, 2003).

Por ello, Los Elementos sera considerado como punto de partida para estudiar la
epistemologia de la ensefianza de la geometria de Euclides, en adelante geometria euclidia-
na, ya que afirmamos ha sido a base para la ensefianza de la geometria durante siglos en las
escuelas y universidades de todo el mundo. No estudiaremos la geometria esférica ni otras
geometrias; haremos mencion a ellas sélo cuando influyan en la ensefianza de la geometria
euclidiana.
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Ademas de considerar un tratamiento I6gico-formal para permitir el progreso de la
deduccién, también serd indispensable identificar las actividades originales que encerraron
los conceptos fundamentales. Si no se tuvieran en cuenta el qué y el cdmo de los materiales
precientificos, la geometria seria una tradicién vacia de sentido, tal como sefala Husserl,
citado en Rizo-Patron y Arce (2000).

Esta dicotomia entre una concepcién formal y practica de la geometria ha persistido
a lo largo de la historia y se ha reflejado en los libros utilizados en su ensefianza. Sin embar-
go, algunos trabajos (ROJAS y SIERRA, 2022) reportan que actualmente la razén de los sabe-
res geométricos propuesta en los curriculos ha desaparecido. Llegan a esta conclusion luego
de hacer un estudio de textos didacticos espanoles, en el que se encontrd que los saberes
geométricos de calculo de areas y volumenes se mostraban desconectados del estudio de
las funciones, acompanado de un tratamiento basicamente aritmético de dichas formulas.
Ademas, sefalan que las tareas propuestas suelen ser tareas directas y cerradas; mostrando
esto un debilitamiento de la actividad de modelizacion en el ambito de la geometria.

Problema de investigacion

Se plantea como problema de investigacién estudiar la génesis de una transposicion
didactica de la ensefanza de la geometria euclidiana desde Los Elementos hasta el siglo XX,
mostrando ademas cémo las concepciones formales y practicas han convivido. Ello permiti-
ra también justificar por qué seria viable proponer que la ensefianza de la geometria eucli-
diana cumpla un rol formativo, en cuanto al desarrollo del pensamiento deductivo, sin dejar
de lado la resolucién de problemas y la modelizacion matematica.

REFERENCIAL TEORICO

Un principio fundamental de la Teoria Antropoldgica de lo didactico (TAD) es el con-
cepto de transposicién didactica;

Un contenido del saber sabio que haya sido designado como saber a ensefar sufre
a partir de entonces un conjunto de transformaciones adaptativas que van a hacerlo
apto para tomar lugar entre los objetos de ensefianza. El ‘trabajo’ que un objeto de
saber a ensefar hace para transformarlo en un objeto de ensefanza se llama transpo-
sicion didactica. (CHEVALLARD, 1985, p. 39)

El estudio de la transposicion didactica implica el analisis de las condiciones y restric-
ciones en las cuales esta se lleva a cabo.

De la misma manera, un saber a ensefar sufrird transformaciones y una de las razones
por las que esto ocurrira se asocia a las posturas epistemoldgicas que se tengan respecto a
la matematica y al quehacer matematico. Asi, es posible articular la razén de ser de las obras
matematicas con su razén de ser desde el punto de vista didactico (CHEVALLARD, 1998).

Para la TAD el adoptar un modelo epistemolégico de referencia es inherente al traba-
jo didactico-matematico, aunque sea implicitamente; sin embargo, no existe un sistema de
referencia privilegiado a partir del cual se observe, analice y juzgue el mundo de los saberes
(GASCON, 2011, P208).
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En el caso de la geometria euclidiana, consideramos como modelo epistemolégi-
co de referencia para su ensefianza justamente la dicotomia entre un tratamiento formal,
axiomatico, l6gico deductivo pero que no deja de lado el estudio del espacio a través de
diferentes situaciones problema.

Brousseau (2000) advierte que imponer a la demostracién como modelo de pensa-
miento, e incluso de actividad matematica, es una de las consecuencias mas peligrosas de la
optimizacién espontanea de la ensefanza. No se debe olvidar que el modelo de construc-
cién deductiva adaptado a la geometria se constituyo es un obstaculo histérico para el pro-
greso del pensamiento algebraico. Sefiala también que se suele justificar la ensefianza de la
geometria sefialando que es la ciencia del espacio, el escenario esencial de todas nuestras
accionesy la matriz de todas nuestras concepciones. Sin embargo, cuestiona si el estudio del
espacio es sinénimo del estudio de la geometria o si existe diferencia entre ellos. Formula las
siguientes preguntas: ;En qué circunstancias necesita un individuo conocimientos espacia-
les? ;Tienen estas circunstancias un patrén general? (BROUSSEAU, 2000).

En esa linea, desde la TAD, la actividad matematica se identifica con la actividad de
modelizaciéon, entendiéndose por ello que aprender matematicas se debe identificar con
el proceso de construccidon de conocimientos matematicos relativos a un sistema, el cual
puede ser matematico o extramatematico (GASCON, 2002). Segun esa perspectiva, “apren-
der geometria” debe relacionarse con la modelizacion geométrica en cualquiera de los dos
sistemas: matematico o extramatematico.

Por ello, en el estudio transpositivo serd fundamental identificar los momentos en los
que los problemas propios de la geometria euclidiana contribuyeron al desarrollo de otras
disciplinas, en particular, el dlgebra. Se analizara cuales fueron las tareas de generalizacién
y busqueda de patrones en el contexto de la geometria euclidiana, que posteriormente se
convertirian en la razén de ser de objetos algebraicos.

Esto permite reconocer otra caracteristica del modelo epistemolégico de referencia
para la geometria euclidiana: la busqueda de la generalizacion de problemas y su posterior
modelizacion a través del algebra.

Un estudio epistemolégico del desarrollo de la geometria euclidiana, como saber a
ensenar, permitird dar respuesta a dichas cuestiones.

METODOLOGIA

Para el desarrollo de este trabajo se ha empleado el método de analisis de informaci-
on, el cual se caracteriza por centrarse en el analisis de contenido en un contexto especifico.
Permite remitir directamente al autor, asi como producir informacién para la toma de de-
cisiones a partir de los datos derivados del analisis y la sintesis de la informacién evaluada.
Su aplicacion esta condicionada por la calificacién, conocimiento y creatividad del analista
(DULZAIDES Y MOLINA, 2004).

Dado que en este trabajo se discute el impacto de la geometria euclidiana en el de-
sarrollo de la matematica y en su ensefianza, se han considerado como documentos de ana-
lisis textos histéricos sobre geometria euclidiana y articulos en donde se discute el impacto
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que ha tenido la geometria euclidiana en los sistemas de ensefianza desde el libro Los Ele-
mentos (siglo IV a.C.) hasta el desarrollo de la Didactica de la Matematica a fines del siglo XX.

Para cada documento se detalla la fecha precisa o aproximada en a la que fue elabo-
rado, la situacion o circunstancias historicas, el autor y el publico objetivo. A partir de ello, se
llevan a cabo procesos de interpretacion y analisis de los documentos seleccionados.

Se consideran tres periodos: mundo antiguo, moderno y la nueva geometria.

HITOS EPISTEMOLOGICOS EN LA ENSENANZA DE LA GEOMETRIA
EUCLIDIANA

A continuacion, se hace un recuento de las principales obras matematicas relaciona-
das con la geometria euclidiana de Los Elementos y su influencia y relacién con otras obras
disenadas como parte de distintos programas de ensefianza

Los Elementos de Euclides

El libro escrito por Euclides entre los anos 330 y 320 AC, Los Elementos, ha merecido
la admiracién de la humanidad durante mas de 2000 anos y ha establecido un modelo de
demostracion rigurosa de gran repercusion en la matematica moderna. Se denominé asi
porque de esa manera se llamaba a las proposiciones que desempefaban un papel funda-
mental en la obtencién o en la organizaciéon deductiva de otros resultados, segun sefala
Proclo (EUCLIDES, 1991, p.21).

En la version de los Elementos de Euclides (1991), hay un conjunto de 132 definicio-
nes, 5 postulados, 5 nociones comunes o axiomas y unas 452 proposiciones distribuidas en
trece libros o capitulos. Aunque suele identificarse esta obra basicamente con la geometria,
en realidad comprende diversos campos tematicos como la geometria plana, la geometria
del espacio, la teoria generalizada de la proporcion, la aritmética y la teoria de la inconmen-
surabilidad.

Un aspecto central identificado en el libro | de los Elementos es que la existencia
de un objeto geométrico esta garantizada a través de su construccioén. Asi, la definicién de
geometria euclidea que adoptaremos en este trabajo sera la de la geometria sintética, en
particular aquella que emplea la regla y el compds de manera exacta y los problemas de lu-
gares geométricos. En ella se aplicaran los axiomas, definiciones y teoremas de la geometria
euclidea (GAITA, 2015).

Como consecuencia, en las construcciones exactas los puntos seran obtenidos de
tres maneras: como intersecciones de dos rectas, de dos circunferencias o de unarectay una
circunferencia.

La verdadera grandeza de la obra de Euclides es que en ella logra ordenar la geome-
tria de su tiempo en un sistema deductivo, empleando unas pocas propiedades geométri-
casy demostrando las restantes como consecuencia l6gica de ellas. Los Elementos fijaron un
estandar metodolégico en lo referente al rigor que debia tener una prueba en matematicas.
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En realidad, la axiomatizacién geométrica sirviéo de modelo para sentar las bases del andlisis
matematico moderno.

Sin embargo, no toda la obra de Euclides esta acorde con la concepcion axiomatica
moderna. Si bien hay partes de este trabajo, como los libros V y VI, que sirvieron de modelo
en el desarrollo de las matematicas modernas, hay otras con una estructura deductiva débil.
Kline (1972) afirma que mientras que se suponia que la geometria euclidea ofrecia pruebas
rigurosas de teoremas sugeridos intuitivamente por las figuras, en realidad, ofrecia demos-
traciones intuitivas a partir de figuras dibujadas rigurosamente. Un ejemplo de ello es que
en muchos casos los teoremas generales se probaban para casos especiales o posiciones
especiales de los datos propuestos. Otro defecto sefialado es que utilizaban suposiciones
que no se explicitaban, como por ejemplo en la proposicién 1 del libro | donde se supone
que dos circunferencias tienen siempre un punto en comun.

Influencia de Los Elementos en el mundo antiguo

Los libros de Herén (siglo | d.C.), cinco siglos después de Los Elementos, presentan
una geometria practica, que incluye reglas y férmulas geométricas, muchas de ellas recopi-
ladas de trabajos anteriores, con ejemplos de cdmo resolver problemas. Estos textos fueron
utilizados para ensefar a artesanos y constructores.

Los Elementos y los libros de Herdn eran parte de la educacién griega y romana. Es
importante recordar que el griego era el idioma de la cultura en la antigua Roma. Por lo tan-
to, la traduccién al latin de Los Elementos realizada por Cicerén en el siglo | a.C. no se difun-
dié. No fue hasta el siglo XVI que aparecié una traduccion al latin de Los Elementos basada
en una traduccion al arabe.

En el siglo XIlI, Fibonacci publica Practica Geometriae en latin, varios capitulos de
este libro, tal como afirma Hugues (2008), se fundamentan en los Elementos, pero es mucho
mas, pues contiene los avances matematicos del islam medieval, probablemente provenien-
tes de los libros estudiados por él mismo.

Durante toda la Edad Media, los clérigos y los estudiantes universitarios estudiaron
geometria euclidiana como parte del quadrivium, utilizando como textos Los Elementos,
Practica Geometriae, entre otros. Cabe senalar que lo que hoy conocemos como ecuaciones
cuadraticas y cubicas, representaban problemas de areas y volimenes, respectivamente. Es
decir, se trataba de problemas geométricos: Euclides, plantea un método geométrico para
resolver ecuaciones cuadraticas y Omar Khayyam (1040-1123 d.C.) lo extiende para ecuacio-
nes cubicas, tal como explica Struik (1958).

Influenciade Los Elementos en el mundo moderno

Con la fundacion de los colegios jesuitas durante el S. XVI, se tiene el primer modelo
educativo, en un sentido moderno: El Ratio Studiorum. Seguin Contreras Gutiérrez (2017), la
Ratio es una compilacion de las experiencias pedagdgicas reunidas por la Orden jesuita des-
de su primera escuela. Su primera version se escribié entre 1551y 1552 por el Padre Nadal a
la que denominé Ordo Studiorum, pero la version definitiva se aprueba y promulga en 1599,
bajo el nombre de Ratio atque Institutio Studiorum y se mantuvo vigente hasta 1773. Segun
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la Ratio, los estudios de matematicas se encontraban en el segundo afo y consistian en los
Elementos de Euclides y de la esfera celeste

El jesuita Christopher Clavius (1518-1612), uno de los matematicos mas importantes
del renacimiento, escribié los Elementos latinos, una traduccion del libro de Euclides. Tal
como como sefnala Price (2017), Clavius incluy6 una introduccion donde definia los términos
y conceptos basicos de la geometria euclidiana, notas aclaratorias, tablas y diagramas para
ayudar a los estudiantes a comprender los Elementos, pues claramente su texto tenia un
objetivo pedagdgico. En paralelo, otras dos versiones contemporaneas de los Elementos de
Euclides, una debida a Commandino (1572), quien afirmaba que no era necesario afadir ni
quitar nada al texto original de Euclides, la otra debida Billingley (1570), comerciante londi-
nense, quien pretendia que las matematicas de los Elementos fueran utiles a los emprende-
dores de la época.

Podriamos decir que mientras el libro de Clavius es un ejemplo de transposicién di-
ddactica, los libros de Commandino y Billingley solo se distinguen de los Elementos, por la
distincion que le otorgan a la teoria y tecnologia sobre la técnica, o en el segundo caso, al
privilegio de la técnica sobre la tecnologia. Una comparacion detallada del capitulo | de la
version de los Elementos de los tres autores puede encontrarse en Price (2017)

Descartes, quien habia sido educado entre 1606 y 1614 en un colegio jesuita donde
segun él mismo estudié “la l6gica aristotélica, el andlisis de los antiguos y el dlgebra de los
modernos’, Descartes (2019, p. 23), refiriéndose al analisis geométrico de Pappus y al Alge-
bra de Clavius (1608), publica en 1637 su obra Geometria, como uno de los tres ensayos que
le siguen a su Discurso del método. En ella utiliza el dlgebra para resolver problemas geomé-
tricos, es decir, muestra como encontrar la construccion geométrica (con regla y compas) a
partir la solucion algebraica del problema geométrico.

En su Geometria, Descartes no sélo ejemplifica el uso de su método para resolver el
problema de las tres y las cuatro rectas que estudiaron y resolvieron parcialmente Euclides,
Apolonio y Pappus (ver Libro 1), sino que generaliza el problema a cualquier nimero de rec-
tas, desprendiéndose de la limitacidon de la regla y el compas. Incluso Descartes (1987), va
mas alla al afirmar:

Todos los problemas de la Geometria pueden ser reducidos facilmente a términos ta-
les que no sea necesario posteriormente para construirlos, sino conocer la longitud de
algunas lineas. (p. 280)

La Geometria de Descartes no es un libro pensado para ensenar Geometria Eucli-
diana, pues como el mismo advierte antes del inicio ese tratado no podra ser leido sino por
aquellos que ya tienen conocimiento de lo que se expone en los estudios de Geometria. Sin
embargo, su aparicion influird notablemente en la ensefianza de la Geometria Euclidiana,
pues aunque el dlgebra ya se utilizaba, Descartes es quien muestra su potencia como gene-
ralizadora, no solo de problemas, como ya explicamos, sino también del ambiente, es decir,
ya no existe la limitacién del plano o del espacio, pues los polinomios de grado mayor a 3
nos lo permitiran, también se rompe con la limitacion de la construccion con reglay compas
y de la nocién de lineas (curvas) mecanicas o geométricas.
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En 1667 Antoine Arnauld, influenciado por espiritu cartesiano, publicé Les Nouveaux
Eléments de Géométrie, introduciendo cambios en la forma en que hasta entonces se en-
sefiaba la geometria: comenzaba con los conceptos mas basicos y avanzaba gradualmente
a los mas complejos, proporcionando nuevas demostraciones para muchos de los teoremas
de la geometria euclidiana; demostraciones mas concisas, convirtiéndose en el texto estan-
dar de geometria en Francia durante el S.XVIII

Segun Barbin (2019), Arnauld incorporé en su libro Los nuevos Elementos de Geome-
tria, dos cambios sustanciales, provenientes del pensamiento de Descartes: las operaciones
aritméticas para las magnitudes geométricas y el orden natural (orden cartesiano), que sig-
nifica ir de los objetos mas simples a los mas complejos.

En el prefacio de su libro Arnaud (1667) escribe:

“Siempre le preocupé el hecho de que los Elementos de Euclides fueran tan confusos
y desordenados, que lejos de poder dar a la mente la idea y el gusto del verdadero
orden, solo podian acostumbrarla al desorden y la confusion” prefacio.

El libro de Arnauld abandona la deduccion aristételica, ya criticada por Descartes
e introduce un “nuevo orden” que bien podriamos llamar la deduccién cartesiana, esto es,
cambiar el orden l6gico de las proposiciones por un orden de simplicidad. Debemos resaltar
gue aun hoy es comun encontrar presente este enfoque en la ensefianza de la geometria,
segun el cual se debe partir de lo mas elemental para avanzar a lo mas complejo. Asi tam-
bién la TAD se plantea que el tejido de las organizaciones matematicas debe ir en un orden
creciente de complejidad.

Descartes critico la ciencia de Aristételes basada en silogismos, porque pueden con-
cluir con certeza, pero destierra la obviedad (Regla X) y escribio en la Regla Xl "No podemos
comprender nada mas alla de estas naturalezas simples y de una cierta mezcla o composici-
6n de ellas entre si" (DESCARTES, 1998, p. 155), citado por Barbin (2019).

Ademas, en su libro Los nuevos Elementos de Geometria, Arnauld utiliza el algebra,
tal como propone Descartes. En el prefacio Arnauld (1667) advierte:

“Sélo pensamos que debemos advertir al mundo que puede haber puede haber al-
gunas personas que encuentren los primeros IV. Libros un poco dificiles, porque usan
demostraciones de Algebra, a las que al principio es dificil acostumbrarse”

Un siglo después de la aparicion del libro de Arnauld, el matematico Lacroix, citado
por Balacheff (2023) escribié:

"Esta obra, es, creo, la primera en la que el orden de las proposiciones de la Geometria
concuerda con el de las abstracciones, considerando primero las propiedades de las
lineas, luego las de las superficies y después las de los cuerpos. " (Lacroix, 1799, p. xix).

Segun Barbin (2021) Condorcet en su plan nacional de educacién, pos revolucion
francesa, plantea redactar nuevos libros para ensefiar las bases de las ciencias, libros que de-
berian ilustrar antes que convencer (distincion entre analisis y sintesis, ver Descartes (Euvres,
tomo VI, p155-156), el objetivo no es convencer sino interesar al lector. A esta tarea de reunir
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y ordenar los saberes cientificos elementales se le denominé “elementacion” pero ademas
estos textos, dirigido a los estudiantes, planteaba la necesidad de libros para los profesores:

“No puede haber un buen método de ensenanza de los elementos sin un libro al alcance
de los nifios, al que siempre puedan recurrir; pero tampoco puede haberlo sin otro libro que
ensefe alos maestros los medios de suplir lo que el primero no puede contener” Condorcet,
citado por Barbin (2021) p.99

Estos textos de geometria tuvieron sus detractores. Por ejemplo, como menciona
Barbin (2013), en Oxford, Lewis Carroll escribié el libro Euclid and his modern rivals (1879),
donde refutaba a los libros que pretendian sustituir a los de Euclides. No es casualidad que
los Elementos de Euclides perdurara, como libro de texto estandar en las escuelas y universi-
dades inglesas, hasta inicios del siglo XX, esto a pesar que a finales de 1860, ya se contaban
con varios informes sobre la insatisfaccion de los profesores de matematicas y su cuestiona-
miento al uso de los Elementos de Euclides como libro de texto de geometria. Los profesores
afirmaban que, al no comprender Los Elementos, los alumnos apelaban mas a la memoria
que a su inteligencia.

A este respecto, Menghini (2006) sefala que en la primera sesién de la Asociacion
para la Mejora de la Ensenanza de la Geometria (1871), Thomas A. Hirst, critica y se opone
a la adopcién de los Elementos de Euclides en Inglaterra afirmando que incluso Cremona
reconocia la necesidad de una geometria diferente, como la propuesta en el libro de Balzer
y que se utilizaba en la mayoria de los Institutos Técnicos italianos.

En 1741 Alexis Claude Clairaut publicé sus Elements de Géométrie y en el prefacio
sefala el problema de utilizar como texto Los Elementos de Euclides; sefala que es frecuen-
te que los principiantes se cansen y se desanimen antes de tener una idea clara de lo que se
les quiere ensefar. Atendiendo a ello, se propone un libro que reuniera dos ventajas: intere-
sar e ilustrar a los principiantes. Un analisis de la propuesta pedagdgica del libro de Clairaut,
se encuentra en el articulo Glaeser (1983).

Entre los textos de Geometria que aparecieron en este contexto, destaca Los Ele-
mentos de Geometria de Legendre (1794), que segun Swetz (2011) llegé a tener mas de 20
ediciones, siendo traducido al inglés en 1819, al italiano, al aleman, espanol, etc.

Balacheff (2023), afirma que Lacroix, Legendre, Clairaut y Dechalles conforman el
primer periodo de la historia de la ensefanza de la Geometria, con lo cual no estamos de
acuerdo, pues como hemos mostrado este proceso inicia con Euclides, lo que si es verdad
es que a partir del S.XIX el proceso de transposicion esta dirigido a un conjunto mas grande
de la sociedad, pues la educacién se democratiza. Ademas, durante este siglo la geometria
descriptiva, la proyectiva y la trigonometria esférica irrumpen en las recientemente creadas
Escuelas Politécnicas (Francia) y en centros similares en Alemania, Italia y Estados Unidos de
América y la geometria euclidiana pierde hegemonia.

Recién a finales del siglo XVIIl y comienzos del XIX cuando, como se sefala en el libro
de Smogorzhevski (1981), se estudié por completo el conjunto de problemas que se resuel-
ven con las herramientas clasicas, la regla y el compas. Este desarroll6 requirié del progreso
del algebra.
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Por otro lado, durante el S.XIX la geometria descriptiva, la proyectiva y la trigonome-
tria esférica irrumpen en las recientemente creadas Escuelas Politécnicas (Francia) y en cen-
tros similares en Alemania, Italia y Estados Unidos de América y la geometria euclidiana no
solo pierde su hegemonia en un sistema educativo en expansién sino que ademas los cues-
tionamientos a los Elementos de Euclides concluyen con una revision de sus fundamentos.

Por un lado, Euclides no enuncia todos sus postulados al inicio sino que los presenta
conforme desarrolla el texto, sino que los va presentando, algunas de sus demostraciones se
basan en las figuras y no en postulados o proposiciones ya demostradas, algunas pruebas
contienen errores, alguno faciles de corregir otros que requirieron nuevas pruebas. Ademas
la verdad de los postulados se aceptaba como evidente o bien se comprobaba a partir de
confrontar las proposiciones que se deducen de ellos con la realidad, basandose en un prin-
cipio Aristotélico que aun hoy rige a la Fisica. Una discusion mas detallada la puede encon-
trar en Lassalle (2015)

Los Fundamentos de la nueva geometria de Hilbert

En 1899 Hilbert publica la primera edicién de Los fundamentos de la Geometria,
donde a partir de axiomas y principios fundamentales, logra reconstruir la totalidad de la
geometria euclidiana, siguiendo la linea de lo que habia hecho Peano con la aritmética en
su articulo

de 1889 “Nuevo método de exposicion de los principios de la aritmética” Es decir, el
sustento de los axiomas no sera mas la intuiciéon, como en Euclides, sino las implicaciones
obtenidas, es decir, por las relaciones que se establecen entre sus axiomas, de alli la necesi-
dad de garantizar la independencia y consistencia de los axiomas

He estado diciendo exactamente lo contrario: silos axiomas arbitrariamente dados no
se contradicen entre sf con todas sus consecuencias, entonces son verdaderos y las
cosas definidas por los axiomas existen. Este es para mi el criterio de la verdad y la exis-
tencia (Gabriel 1980, pp.39-40. Carta de Hilbert a Frege del 29 de diciembre de 1899).

Para una discusion mas detallada sobre el programa de Hilbert, puede verse
Lopez-Orellana (2019)

Ya no era la expresion idealizada de la realidad sensible como pensaba Aristételes (Meta
fisica, libros My N) ni la construccion de las leyes formales de nuestra percepcion del
mundo, como sostenfa Kant (Critica de la razén pura, Estética trascendental) ni, como
aseguraba Riemann (sobre las hipdtesis que sirven de base a la geometria , publicado
postumamente en 1867), el conjunto de hipdtesis previas a nuestro conocimiento de
la realidad, sobre cuyo estatus epistemoldgico no se dice nada, ni siquiera los hechos
que sirven de base a la geometria, como pensaba Helmholtz (1868)" Sinaceur, H.(1981)

Llegamos al siglo XX con una nueva fundamentacion de la geometria, distintas ge-
ometrias y modelos y diferentes posibilidades de construirlas y estudiarlas. Un mundo en
la que gran parte de las sociedades cuenta con una escolaridad gratuita y obligatoria, con
avances en la ciencia y tecnologia a velocidad creciente y que exige una transposiciéon di-
dactica de estos saberes hacia la escuela. Quedaba claro que era necesario contar con un
sistema axiomatico que (con postulados independientes y consistentes) que permitiera re-
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construir la geometria euclidiana ya corregida, pero esta vez considerando a quien iba diri-
gida.

En 1932 Birkhoff publica un articulo en los Annals of Mathematics donde plantea
cuatro axiomas que permiten reconstruir la Geometria Plana, basada en la recta y el trans-
portador.

Diez aflos mas tarde, junto con Beatley, publica un libro titulado Geometria Basica
para la ensefianza secundaria, junto con un manual para maestros. El mismo plantea en el
prefacio del manual para maestros, que el objetivo del libro es ejemplificar el método Iégico
de la argumentacion tanto en situaciones matematicas como no matematicas y mostrar un
sistema de geometria que sirva de modelo de un sistema l6gico abstracto. Asegura que el
planteamiento es mucho mas simple y compacto que los Elementos de Euclides o de cual-
quier otra geometria desde Euclides.

Birkhoff asume construido el conjunto de nimeros reales, con los que puede definir
una métrica basada en la medicién de segmentos y angulos utilizando una regla marcada 'y
un transportador. La propuesta de Birkhoff es también adoptada por el School Mathematics
Study Group (SMSG) alrededor de 1960. La SMSG estuvo dirigida por Edward G. Begle y fue
financiada por la National Science Foundation, con el objetivo de disefiar e implementar pla-
nes de estudios de matematicas para primaria y secundaria. Este grupo trabajé hasta 1977
y publicé una serie de libros de matematicas, en particular de geometria, los que tuvieron
gran influencia en América, pues ademads fueron traducidos al espafiol y portugués.

Como consecuencia del fendmeno denominado Matematica Moderna, en la década
de los afos 60, la geometria fue sometida al Algebra Lineal (Gonzales, Herrero y Moreno,
2016).

Posteriormente, con el desarrollo de la Didactica de la matematica como disciplina
cientifica, la vision de la geometria cambié radicalmente. Asi por ejemplo, Freudenthal des-
cribia la geometria como “aprehender el espacio...ese espacio en el que vive, respira y se
mueve el nifio. El espacio en el que el nifo debe aprender a conocer, explorar, conquistar,
para poder vivir, respirar y moverse mejor en él”. (FREUDENTHAL, en NTCM (1991:115)).

De acuerdo con Gonzales, Herrero y Moreno (2016, p. 279),

ahora se destaca la importancia de la ensefianza de la Geometria como area
independiente por formar parte de nuestro lenguaje cotidiano, por sus aplicaciones
en tareas de la vida cotidiana y en todas las ramas de las Matematicas, por ser base para
comprender conceptos avanzados de Matematicas y otras disciplinas, por ser medio
para desarrollar la percepcion espacial y la visualizacion, como modelo de disciplina
organizada légicamente, por su valor estético y cultural, por ser ciencia del espacio y
por suponer un punto de encuentro entre las Matematicas como teorfa y las Matema-
ticas como modelo.

En esa linea, en el trabajo de Rubio-Pizzorno y Montiel (2017) senalan que la geome-
tria es un area del conocimiento humano que, en primera instancia, se inspira en la experien-
cia para luego desarrollar sus elementos teoricos al respecto. Como dice Meserve (1983), la
geometria es el “estudio de propiedades del espacio fisico en el cual vivimos".

Revista de Matematica, Ensino e Cultura—REMATEC, Belém/PA, n. 48, €2024015, 2024 1"



La Geometria Euclidiana y su transposicion didactica

RESULTADOS

Del estudio realizado se concluye que la dicotomia entre una concepcién formal y
practica de la geometria ha persistido a lo largo de la historia y se ha reflejado en los libros
utilizados en su ensefianza.

Un analisis de la transposicién didactica requiere tanto del analisis epistemoldgico
del objeto matematico como de los niveles de codeterminacion. En el caso de la geometria
euclidiana, un andlisis de la transposicion didactica de la geometria vigente, tiene como
punto de partida la propuesta de axiomatica de Birkhoff: transposicidn interna y externa.

CONSIDERACIONES FINALES

El enfoque geométrico de Euclides ha sido la base de la ensefianza de la geometria
durante siglos, a pesar de que el fundamento de su modelo no estaba completo y debié ser
revisado siglos después, tal como se ha justificado en el trabajo.

A partir de lafundamentacién de la geometria de Hilbert y de la propuesta del mode-
lo axiomatico de Birkhoff, queda pendiente establecer qué relacién existi6 entre las diferen-
tes posturas epistemoldgicas asociadas a la geometria euclidiana y la forma en la que esta
fue incorporada en los sistemas educativos en los paises de América.

Proponemos como cuestion abierta el estudiar si efectivamente la propuesta de las
posturas actuales que plantean que la ensefanza de la geometria debe caracterizarse por
la resolucién de problemas relacionados con el espacio fisico y su posterior generalizacién,
estd siendo efectivamente implementada.
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