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RESUMO

Este artigo, recorte de uma investigacdo de doutorado, tem o objetivo de apresentar uma sintese comentada dos
estudos que tratam de processos de ensino e de aprendizagem de integrais duplas. Foram registrados os objeti-
vos, sujeitos, teorias utilizadas, principais resultados observados e um didlogo entre eles. Constatamos que essas
integrais sao discutidas no contexto do calculo de medidas de areas e volumes e foram desenvolvidas tendo como
alvo o seu ensino ou aprendizagem em alguma habilitacdo em Engenharia. Os resultados sinalizam a necessidade
da realizacao de pesquisas priorizando a abordagem dessas integrais, nas salas de aula de Engenharia, por meio de
estratégias elaboradas a partir de questdes constantes no eixo especifico dessa graduacao, as quais serviriam de
ponto de partida para a elaboracédo de atividades contextualizadas na pratica do Engenheiro e que, possivelmente,
ao serem trabalhadas poderiam despertar o interesse dos estudantes e possibilitar-lhes a efetiva construcao de
conhecimentos acerca desse objeto matematico.

Palavras-chave: Revisédo de Literatura; Educacdo Matematica; Integrais Duplas.

ABSTRACT

This article, an excerpt from a doctoral investigation, aims to present a commented synthesis of studies that deal
with teaching and learning processes of double integrals. The objectives, subjects, theories used, main results ob-
served and a dialogue were recorded among them. We found that these integrals are discussed in the context of
calculating measurements of areas and volumes and were developed with the aim of teaching or learning them
in some Engineering qualification. The results indicate the need to carry out research prioritizing the approach to
these integrals , in Engineering classrooms, through strategies elaborated based on questions contained in the
specific axis of this degree, which would serve as a starting point for the elaboration of activities contextualized in
the Engineer's practice and which, possibly, when worked on, could awaken students' interest and enable them to
effectively build knowledge about this mathematical object.

Keywords: Literature Review; Mathematics Education; Double Integrals.

RESUMEN

Este articulo, parte de una investigacion de doctorado, tiene como objetivo presentar una sintesis comentada de
los estudios que tratan sobre procesos de ensefanza y aprendizaje de integrales dobles. Se registraron los objeti-
Vos, sujetos, teorias utilizadas, principales resultados observados y un didlogo entre ellos. Constatamos que estas
integrales se discuten en el contexto del célculo de medidas de areas y volimenes y fueron desarrolladas teniendo
como objetivo su ensefianza o aprendizaje en alguna habilitacién en Ingenieria. Los resultados senalan la nece-
sidad de realizar investigaciones priorizando el abordaje de estas integrales en las aulas de Ingenieria, mediante
estrategias elaboradas a partir de preguntas constantes en el eje especifico de esta carrera, las cuales servirian
como punto de partida para la elaboracién de actividades contextualizadas en la practica del Ingeniero y que, po-
siblemente, al ser trabajadas podrian despertar el interés de los estudiantes y posibilitarles la construccion efectiva
de conocimientos acerca de este objeto matematico.

Palabras clave: Revision de Literatura; Educacion Matematica; Integrales Dobles.
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Processos de Ensino e de Aprendizagem das Integrais Duplas: uma revisao de literatura

INTRODUCAO

O presente artigo é um recorte da investigacao de doutorado em Educagcao Matema-
tica da primeira autora (SOUZA, 2022), na qual assumindo a articulacao da Teoria A Matema-
tica no Contexto das Ciéncias com a Teoria Antropoldgica do Didatico como uma Praxeolo-
gia de Investigacao Didética?, elaborou-se, por meio de uma atividade interdisciplinar, com
o proposito de favorecer o didlogo entre a Matematica e a Engenharia, um Modelo Alterna-
tivo para o ensino de integrais duplas para graduandos em Engenharia Civil.

Nas primeiras leituras realizadas durante a investigacao, constatamos que ha um de-
sinteresse dos estudantes de Engenharia quanto as disciplinas de Calculo e que parte das
dificuldades enfrentadas por eles sdo, muitas vezes, consequéncia do fato de os professores
nao optarem pela vinculacao entre os conceitos das disciplinas especificas e profissionali-
zantes presentes na matriz curricular desses cursos e os conceitos de Calculo (BIANCHINI;
LIMA; GOMES, 2017). Constatamos também, que, em 2018, havia uma escassez de investiga-
¢Oes cientificas contemplando processos de ensino e de aprendizagem de temas de Célculo
relacionados as fungdes reais de varias varidveis reais, entre eles integrais duplas (BIANCHINI;
LIMA; GOMES, 2018)

Assim, aprofundamos e refinamos essas leituras iniciais fazendo uma revisao de li-
teratura, adotando como foco investigacdes versando sobre os processos de ensino e de
aprendizagem envolvendo as integrais duplas nos cursos de Engenharia buscando eviden-
ciar e compreender o que ja havia sido produzido a respeito desses processos e, especial-
mente, de identificar lacunas que justificassem um novo estudo com essa tematica. Além
disso, buscamos elaborar reflexdes entre essas producdes, objetivando relaciona-las a esse
novo estudo a ser desenvolvido cujo objeto matematico seria essas integrais. Dessa forma,
a revisao de literatura realizada no inicio do processo de desenvolvimento da tese nos per-
mitiu recorrer a resultados ja obtidos incorporando-os a nossa base de conhecimentos para
que pudéssemos contribuir para o avanco das reflexdes da Educacao Matematica na Enge-
nharia.

Neste artigo o objetivo é apresentar uma sintese comentada dos estudos que encon-
tramos na literatura (entre 2000 e 2021) que tratam de processos de ensino e de aprendiza-
gem de integrais duplas.

Como sera evidenciado no decorrer do artigo, constatamos que a maioria dos estu-
dos encontrados discutem as integrais duplas no contexto do cdlculo de medidas de areas
e de volumes e foram desenvolvidas tendo como alvo o ensino ou a aprendizagem dessas
integrais em alguma habilitacao em Engenharia, embora algumas delas tenham envolvido
estudantes de Licenciatura em Matematica e de doutorado em Educacdo Matematica. Al-
gumas das investigacoes sinalizaram a necessidade da realizacao de pesquisas priorizando
a abordagem dessas integrais nas salas de aula de Engenharia, por meio de estratégias de
ensino e de aprendizagem elaboradas a partir de questdes constantes no eixo especifico
dessa graduacao.

3 Segundo Gascon e Nicolds (2021, p. 12), uma Praxeologia de Investigag¢do Diddtica é "um instrumento para descrever a estrutura e
funcionamento da atividade cientifica, para unificar a linguagem e para moldar o didlogo entre diferentes enfoques de investigacdo didatica”.
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Quanto a estrutura, além desta introducao, neste artigo apresentam-se: a metodolo-
gia que empregamos durante a revisao de literatura, bem como aquela utilizada na constru-
cao deste artigo; a sintese das investigagdes encontradas; uma discussao dos dados abor-
dando as relagdes constituidas entre as investigacdes analisadas, os principais resultados
encontrados seguidos das convergéncias e especificidades desses resultados e as principais
dificuldades relacionadas aos estudantes observadas pelos autores durante o desenvol-
vimento de seus estudos; as consideracdes finais depreendidas da revisao realizada, bem
como as referéncias utilizadas na elaboracao desse artigo.

Isso posto, na secao seguinte detalhamos a metodologia citada.

METODOLOGIA

Do ponto de vista metodoldgico, a pesquisa apresentada neste artigo é de natureza
qualitativa. A revisao de literatura, objeto deste artigo, vem evidenciar e compartilhar os
resultados das outras investigacdes que julgamos estar estreitamente relacionadas a tese
que, quando a revisdo foi executada, estava sendo produzida, conforme recomendado por
Creswell (2010). Foi feita por meio de buscas sistematicas de producdes académicas que
tratassem dos processos de ensino e de aprendizagem de integrais duplas em cursos de
Engenharia.

Nesse sentido, o objetivo deste artigo é apresentar, uma sintese comentada do que
encontramos nessa revisao, principalmente com a identificacdo de objetivos de investiga-
¢ao, dos sujeitos de pesquisa, dos pressupostos tedrico utilizados na organizacgao, producgao
e anadlise dos dados das pesquisas, principais resultados observados, principais dificuldades
dos estudantes observadas pelos pesquisadores em relacao ao estudo, além da apresenta-
¢ao e discussao dos resultados das pesquisas, sempre apontando convergéncias entre elas
e especificidades de cada uma.

Assim, considerando a crescente disponibilidade de dados e a rapida profusao de
artigos cientificos, optamos por privilegiar para a obtencao das pesquisas o Banco de Teses
da Coordenacao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES), a Biblioteca Di-
gital de Teses e Dissertacdes (BDTD) e o Google Académico. A primeira exploracao dessas
bases possibilitou a identificacao de seis teses, sete dissertacdes e vinte e seis artigos. Foi
realizada a partir dos termos de busca: Integrais Duplas; Integrais Multiplas; Integrais Triplas;
Fungées de Vdrias Varidveis e Ensino de Integrais Multiplas, também traduzidas para o inglés e
espanhol, e refinada as areas de conhecimento Ensino e Educagdo, e areas de concentracao
Educagéo Matemdtica, Ensino de Ciéncias e Matemadtica e Ensino de Engenharia e Matemdti-
ca. Como recorte cronoldgico, consideramos que as teses e dissertacdes deveriam ter sido
defendidas no periodo de 2000 a 2021 e os artigos deveriam ter sido publicados de 2010 a
2021. Optamos também por selecionar apenas artigos disponiveis na integra para acesso
on-line. Essa disparidade entre o marco temporal para a busca das teses e dissertacdes e dos
artigos se justificou pela escassez de teses e dissertacdes encontradas no periodo de 2010 a
2021, relativas a temdtica de interesse na tese.

Para a selecao, fizemos, inicialmente, a leitura dos titulos e se fossem reconhecidos
termos relacionados aos processos de ensino ou de aprendizagem das integrais duplas ou
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multiplas faziamos a leitura dos resumos a fim de verificar se eles apresentavam alguma
relacao com esses processos em alguma habilitacao em Engenharia; se tinham alguma li-
gagao com os interesses da tese em questao; se os artigos decorriam ou nao de teses e dis-
sertacoes ja selecionadas, pois esses seriam descartados; e se havia ou nao permissao para
acesso ao texto completo. Dos textos selecionados respeitando esses parametros, faziamos
a leitura preliminar. Ao final do processo restaram para analise trés teses, cinco dissertacdes
e trés artigos, os demais foram descartados. No Quadro 1 apresentamos a relacao das inves-
tigagOes selecionadas.

Quadro 1 - Relacdo das investiga¢des selecionadas para analise

Titulo IED Tipo Autores

Publicacao

Um percurso de estudo e pesquisa para o ensino de In-

tegral Dupla: significados e praxeologias mobilizados Ana Karine Dias
. ) . 2021 Tese - ~
por estudantes de Engenharias e de licenciatura em Caires Brandao
Matemética.
Esculturas Matematicas: atividades para o estudo da Gina Magali Horvath
2018 Tese ;
Integral Dupla. Miranda
O ensino e aprendizagem de integrais multiplas: anali-
se didatica com preocupacoes sobre o uso do software 2006 Tese Afonso Henriques

Maple.

Investigando a eficiéncia de uma Unidade de Ensino
Potencialmente Significativa para o ensino de Integrais 2019 Dissertacao
Multiplas mediadas por Tecnologias Digitais.

Luiz Felipe
Tatsch Schmidt

Discutindo o ensino de Integrais Multiplas no célculo

de varias varidveis: contribuicdes do GeoGebra 3D para 2018 Dissertacao Mércio Antonio

. Cometti
a aprendizagem.
Uma sequéncia de ensino para o estudo de Integrais 2016 Dissertacio Leandro Ribeiro
Duplas. Fontoura
Prototipagem rapida de PCOC na impressora 3D para . ~ Sheila AImg dos
. . . . 2016 Dissertagao Santos Silva
o ensino e aprendizagem de Integrais Duplas e Triplas.
Marques
Ensino do conceito de Integral, em sala de aula, com Marcos Vinicius
recursos de Histéria da Matematica e da Resolucgdo de 2010 Dissertagao o
Ribeiro
Problemas.
Aplicacdo da Integral na determinacdo de caracteris- Rogerio 5'”70‘?5
. e ~ . Ivanete Zuchi Siple
ticas geométricas de sessdes planas de estruturas em 2014 Artigo .
Elizandra Bar de
barras. L
Figueiredo
T N . Ivanete Zuchi Siple
Uﬂm olhqr a épllcagao das Integrais Multiplas: da proje 2013 Artigo Elizandra Bar de
cdo grafica a maquete. L
Figueiredo
Leitura e escrita em Calculo. 2011 Artigo Maria Clara Frota

Fonte: Elaboracao pelos autores

Para apresentar a sinteses das investigacoes, inicialmente elaboramos o Quadro 2 na
qual destacamos os sujeitos das pesquisas. A partir dos Quadros 3 a 13 sintetizamos como
tais investigacdes foram conduzidas a partir dos objetivos propostos e subsidios tedricos
que foram mobilizadas no seu desenvolvimento, na producao e na analise dos dados obti-
dos pelos pesquisadores.
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Para a discussao dos dados observados, construimos uma secao em que abordamos,
inicialmente, as relacdes constituidas entre as investigacoes. Posteriormente elaboramos o
Quadro 14 contendo os principais resultados por investigacao explorada e, por meio dela,
buscamos e apresentamos convergéncias e especificidades nos resultados observados. E,
por fim, a partir da elaboracdao do Quadro 15, destacamos as principais dificuldades apre-
sentadas pelos estudantes que foram relatadas pelos autores. A apresentacao deste quadro
foi seqguida de um breve comentdrio destacando dificuldades presentes em mais de uma
pesquisa.

Para encerrar o artigo, expusemos as considerac¢des finais enriquecidas de algumas
indicacOes de pesquisas futuras observadas a partir das investigacdes exploradas.

Na préxima secao explicitamos a sintese das investigagoes.

SINTESE DAS INVESTIGACOES

Nessa secao apresentamos e discutimos as investigacdes encontradas. Cabe ressaltar
que todas as investigacdes sao de natureza qualitativa. Embora Schimidt (2019) caracterize
a sua investigagao como quali-quantitativa, nao identificamos uma analise inferencial dos
dados na pesquisa. Somente Siple e Figueiredo (2013) coletaram dados repetidamente du-
rante um periodo de dez anos, fazendo uma pesquisa longitudinal.

Quadro 2 - Sujeitos de Pesquisa

Autor(res) - Ano Sujeitos de Pesquisa

Brandao (2021) Doze estudantes matriculados na Licenciatura em Matematica e graduacéo
em Engenharias, de duas universidades distintas, que ja haviam cursado Cal-
culo Diferencial e Integral llI

Miranda (2018) Doutorandos e estudantes de um curso de Engenharia de Producao em uma
situacao de curso de extensao*

Henriques (2006) Estudantes da Universidade Estadual de Santa Cruz (UESC) e das classes pre-
paratérias tecnoldgicas francesas

Schmidt (2019) Estudantes de Engenharia Mecanica

Cometti Estudantes da graduacao em Engenharia Elétrica que cursavam Célculo de

funcdes de varias varidveis em uma universidade particular da regido metro-
politana de Belo Horizonte

Fontoura (2016) Cinco estudantes de Licenciatura em Matematica matriculados em Calcu-
lo IV no Centro Universitario Franciscano (UNIFRA), em Santa Maria, no Rio
Grande do Sul

Marques (2016) Estudantes do curso de Engenharia de Producao dessa universidade

Ribeiro (2010) Estudantes dos cursos de Engenharia da Computacao, Civil e Elétrica da Fa-

culdade de Engenharia de Sorocaba

Siple Estudantes dos ultimos dez anos que cursavam a disciplina de Calculo Dife-
rencial e Integral Il, nos cursos de Engenharia e na Licenciatura em Matema-
tica, no Centro de Ciéncias Tecnoldgicas da Universidade do Estado de Santa
Catarina

Simoes; Professores de Calculo e de disciplinas especificas do curso de Engenharia de
uma universidade publica, em Santa Catarina

4 Os estudantes foram convidados pela autora para fazer o curso fora do programa de doutorado, o que foi denominado por ela de situagdo de
um curso de extensdo.
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Frota (2011) Estudantes de Engenharia de uma faculdade particular da regido metropoli-
tana de Belo Horizonte

Fonte: Elaboracao pelos autores

Considerando os sujeitos de pesquisa destacados no Quadro 2 podemos afirmar que
a maioria das investigac¢des foi realizada com estudantes de graduagao em alguma habilita-
¢ao em Engenharia. No entanto, Brandao (2021), Miranda (2018), Henriques (2006), Simoes,
Siple e Figueiredo (2014), Siple; Figueiredo (2013), respectivamente, analisaram atividades
aplicadas a alunos da Engenharia e da Licenciatura em Matematica; doutorandos em Edu-
cacao Matematica e alunos de Engenharia; alunos da Licenciatura em Matematica e alu-
nos das classes preparatorias tecnoldgicas francesas (classes que preparavam os estudantes
para cursos superiores de tecnologia na Franca); professores do os cursos de Engenharia e;
alunos de cursos de Engenharia e de licenciatura em Matematica.

Quanto ao fato de alguns dos sujeitos dessas pesquisas pertencerem a estudan-
tes de cursos distintos (Engenharia e Licenciatura por exemplo), era intencao dos autores
estabelecer algum tipo de comparagao em relagcao ao ensino e a aprendizagem de integrais
para diferentes publicos no decorrer de sua investigacao.

Conforme explicitado na metodologia, elaboramos quadros destacando os objetivos
e fundamentacao tedrica por autor e tecemos nossas consideracoes a partir dos dados des-
ses quadros a respeito de como os autores desenvolveram suas investigagcdes a partir dessa
fundamentacao a fim de conquistar o objetivo proposto. O Quadro 3 se refere aos objetivos
e fundamentacao utilizada na pesquisa de Brandao (2021).

Quadro 3 - Brandao (2021): Objetivos e fundamentacao tedrica
Brandao (2021)

Analisar os significados e as praxeologias mobilizados por estudantes de cur-
sos de Engenharia e de Licenciatura em Matematica no desenvolvimento de
um Percurso de Estudo e Pesquisa (PEP) para o ensino e a aprendizagem da
integral dupla
Teoria Antropolégica do Didatico (TAD) (BOSCH; GASCON, 2010);
Semidtica (CHARLES SANDERS PEIRCE, 2005)

Fonte: Elaboracao pelos autores

Objetivos

Fundamentacao Tedrica

As hipoteses de pesquisa identificadas na tese da autora sao as seguintes:

[.] a dimensdo da linguagem envolta nos processos de ensino e de aprendizagem
das Integrais Duplas para o célculo da medida de uma Superficie Quadrica, quando
aplicadas em um PEP, proporciona raciocinios abdutivos® capazes de desenvolver a au-
tonomia dos estudantes na construcado dos conceitos inerentes ao objeto matemético
em estudo e, [...] que existem diferencas nos significados, nas interpretagdes e nas pra-
xeologias mobilizados por estudantes dos cursos das Engenharias e da Licenciatura
em Matemdtica no desenvolvimento de um PEP (BRANDAQO, 2021, p. 42)

Foram tais hipéteses que a levaram a construcao do objetivo explicitado no Quadro
3. A autora, ancorada na Semidtica Peirciana e na TAD realizou o estudo dos documentos ofi-

5 O raciocinio abdutivo é visto sob trés vertentes: a epistemoldgica, a légica e a ontossemantica. Na perspectiva légica — epistemoldgica,
a abducéo, segundo Peirce (2005), é caracterizada por ser capaz de gerar novas ideias e, no campo cientifico, sdo hipoteses, inferéncias
originadas pela percepcao de fendmenos reais despontados como insights. A diferenca entre este e os raciocinios dedutivos e indutivos é
que eles estao livres de impor julgamentos sem a preocupagao de serem vélidos ou ndo. No que tange a perspectiva ontossemantica, ela é
explicada, segundo Moscoso (2019), no nivel semantico em que mostra o sentido e a fungao da linguagem e da elaboracéo de conhecimentos
e no nivel ontoldgico em que a abdugao tem origem na duvida das crencas.
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ciais de duas instituicoes distintas, para esclarecer como a integral dupla estava organizada
do ponto de vista das praxeologias matematicas e didaticas no sentido de Chevallard (1992).
A partir dai elaborou o PEP para o ensino dessas integrais. Cabe esclarecer que um PEP é
uma metodologia no ambito da TAD que proporcionou, nesta investigacao, a elaboracao e
fundamentacdo de uma forma particular de organizacao do processo de estudo de integrais
duplas a partir da importacao de saberes de outras areas das ciéncias que nao a Matematica.

Por meio do PEP, a autora planejou e elaborou uma sequéncia didatica que depois de
aplicada foi analisada segundo as matrizes da Linguagem e da Diversidade®, matrizes que
possibilitaram a sintese das informacodes e formulacdao de argumentos para as hipéteses do
estudo. Cabe explicitar que a base da sequéncia eram problemas envolvendo o célculo de
medidas de area e de volume delimitados em quadricas que requeriam as integrais duplas
na sua solucao.

No Quadro 4 apontamos os objetivos da investigacao de Miranda (2018), bem como
o referencial empregado.

Quadro 4 - Miranda (2018): Objetivos e fundamentacao tedrica

Miranda (2018)

Identificar e analisar as concepc¢bes de estudantes de Engenharia quanto
as Integrais Duplas a partir de tarefas que envolvem a tecnologia e a repre-
Objetivos sentacao figural (solidos construidos por meio de uma impressora 3D) dos
sélidos limitados por funcdes de duas variaveis, por meio das esculturas ma-
tematicas

Teoria da Cognicdo Corporificada ((LAKOFF; JOHNSON, 2012); (FAUCONNIER;
TUNNER, 2000; 2002); (BARSALOU, 2008))

Fonte: Elaboracao pelos autores

Fundamentacao Tedrica

Essa investigacao foi fundamentada por meio da articulagao de diferentes aborda-
gens da Teoria da Cognicao Corporificada; Lakoff e Johnson (2012) respaldaram as questoes
relacionadas as metaforas conceituais; Fauconnier e Tunner (2000; 2002) as questdes relacio-
nadas a estruturacdo dos conceitos; Barsalou (2008) a construcao das atividades elaboradas
e aplicadas aos sujeitos pesquisados e; para o uso da linguagem na andlise dos discursos
foram utilizados preceitos do Modelo da Estratégia Argumentativa de Castro e Frank (2011).

Utilizando a metodologia Design Experimental (COBB et al, 2003) e com foco no cal-
culo de medidas de area e volumes de sélidos utilizando integrais duplas, a autora fez sua
pesquisa organizada em dois momentos. No primeiro, apds a revisao de literatura evidenciar
as lacunas que justificaram a sua investigacao, foram elaboradas as tarefas a serem desen-
volvidas pelos sujeitos principalmente por meio de applets construidos; foi feita a programa-
¢ao dos sélidos para impressora 3D e a suas impressoes (esculturas matematicas), além da
construcao de Contexto Interativo de Aprendizagem (CIA) a partir da organizacao dos apple-
ts como um e-book e das esculturas matematicas. No segundo momento, foi implementado
o0 ambiente CIA com a aplicacao e analise da proposta para o ensino e para a aprendizagem
da integral dupla.

6 Segundo Brandao (2021), para a constituicdo da primeira matriz (a da Linguagem), foram eleitos seis elementos de andlise, a saber: as
empregadas, os raciocinios mobilizados; as semioses produzidas; a as dialéticas propostas por Chevallard (2012), acrescentando-lhes, a
dialética pessoa e situacdo, abduzidos pelos autores, as funcdes didaticas e o tipo de linguagem. Para a segunda matriz (a da Diversidade),
foram selecionados os significados, as interpretagdes e as atitudes como fundamentos para o estudo dos resultados obtidos frente as tarefas
propostas, os didlogos gravados e a avaliagdo realizada.
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Quadro 5 - Henriques (2006): Objetivos e fundamentacao tedrica

Henriques (2006)

Compreender as dificuldades apresentadas pelos estudantes durante os
processos de ensino e de aprendizagem das integrais multiplas utilizadas
Objetivos em problemas que envolvem o célculo de medidas de areas e volumes de
sélidos, além de estudar de que forma a utilizacdo do software Maple pode
ajuda-los a superar essas dificuldades

Teoria dos Registros de Representacdo Semiética (DUVAL, 1993);
NG ET G L ETE TR I [ Wl Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD) (CHEVALLARD, 1999);
Teoria da Instrumentacdo (RABARDEL, 1995)

Fonte: Elaboracao pelos autores

Conforme apresentado no Quadro 5, a Teoria dos Registros de Representagdo Semié-
tica fundamentou a pesquisa do autor nas questdes relacionadas a diferentes formas de re-
presentacdes de sélidos, na interpretacao dessas representacdes e nas interacdes entre elas
utilizando o Software Maple; a TAD fundamentou, principalmente, o estudo da dimensao
institucional e; a Teoria da Instrumentacao subsidiou o estudo da dimensao instrumental da
aprendizagem em ambientes computacionais.

A presquisa foi organizada em dois grupos. No primeiro, foram analisados documen-
tos oficiais das duas instituicdes estudadas, visando entender como estd organizada a Mate-
matica quando o objeto em estudo sao as integrais multiplas e como esses conteldos sao
abordados nesses documentos; além de evidenciar as praticas realizadas com a utilizacao
do Maple para esse objeto matematico e compreender como as representacdes graficas e
algébricas dos solidos sao apresentadas e, a forma como essas representacoes interagem
em situacoes de calculo de medidas de areas e de volumes de sélidos geométricos.

No segundo grupo, por meio do Maple tendo como foco a resolucao de problemas
de cdlculo de medidas de areas e volume de sélidos, o autor elaborou sequéncias de opera-
¢oes no Maple abordando as integrais multiplas para obter representacdes graficas de soli-
dos delimitados por superficies estabelecendo relagdes entre essas representacoes e repre-
sentacdes algébricas dessas integrais associadas aos solidos. Essa sequéncia foi denominada
pelo autor de crivo geométrico, entendido como “a definicao geométrica do contorno de
um solido” (HENRIQUES, 2004, p. 13, traducao nossa). O objetivo explicito dessa sequéncia é
obter uma representacao grafica de qualquer sélido isolado ou crivado, descrito por vérias
superficies.

Na investigacao também foi elaborado o Modelo para Andlise de Tarefas em Torno de
Cdlculos de Integrais Multiplas (MATIM), que “vincula a analise da resolu¢ao de um problema
de célculo de medidas de volume por integrais a representacao grafica do sélido a ele as-
sociado” (HENRIQUES, 2006, p. 219, traducgdo nossa). Posteriormente, o autor elaborou uma
nova sequéncia de atividades—que privilegiaram constru¢des com o uso de lapis e papel e
0 ambiente informatizado—para serem analisadas de acordo com o MATIM. No entanto, du-
rante seu doutorado essa sequéncia nao foi aplicada aos sujeitos do estudo.

No Quadro 6 sao apontados os objetivos e a Fundamentacao tedrica da investigacao
de Schmidt (2019).
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Quadro 6 — Schmidt (2019): Objetivos e fundamentacao tedrica

Shimidt (2019)

Elaborar, implementar e avaliar uma Unidade de Ensino Potencialmente Signi-
ficativa (UEPS), direcionada aos processos de ensino e de aprendizagem do
conceito de integrais multiplas, quando esta aplicado ao célculo da medida
de volume, massa e centro de massa de pecas hipotéticas

Teoria da Aprendizagem Significativa (DAVID AUSUBEL, 1990);
Performances Matematicas Digitais (PMD) (SCUCUGLIA, 2012)

Fonte: Elaboracao pelos autores

Objetivos

Fundamentacao Tedrica

Partindo do pressuposto que uma UEPS tem como principio fundamental o conhe-
cimento prévio, uma vez que ele engloba as perspectivas, sentimentos e comportamentos
integrados ao estudante que aprende como fator que mais gera influéncia na aprendiza-
gem significativa e; que sao os organizadores prévios cognitivos que evidenciam a relacao
entre um novo saber e aquilo que ja esta consolidado na estrutura cognitiva do estudante;
o autor elaborou, implementou e avaliou uma UEPS, direcionada aos processos de ensino
e de aprendizagem do conceito de integrais multiplas aplicado ao calculo da medida de
volume, massa e centro de massa de pecas mecanicas hipotéticas, fundamentado na Teoria
da Aprendizagem Significativa. A andlise da UEPS no que se refere aos videos abordando as
integrais multiplas que foram elaborados pelos estudantes foi sustentada pela PMD, consi-
derando que ela determina um mecanismo de andlise que fundamenta os meios de ensino
e de aprendizagem dos conteudos matematicos por intermédio de artes e recursos digitais.

Quanto a organizacao, apresenta-se no trabalho a elaboracao e a aplicagao de testes
diagndsticos aos sujeitos para verificar quais os subsuncores’ que esses estudantes eviden-
ciaram que pudessem esclarecer o conhecimento prévio em relagao as integrais indefinidas,
definidas, calculo de medidas de area e regras de integracao; o conhecimento prévio em
relacao aos conceitos basicos da disciplina necessdrios ao estudo das integrais multiplas; e
a forma como os estudantes mobilizavam as integrais em situacoes aplicadas relacionados
a Engenharia Mecanica. Apresenta ainda, a elaboracao, aplicagcao e analise da atividade ex-
ploratdria, pensada com a intencao de verificar indicios de uma aprendizagem significativa
quanto ao saber que as integrais multiplas detém; abordou o cédlculo da medida do volu-
me, massa e centro de massa de um solido, sendo essas integrais aplicadas a construgao e
representacdo grafica de uma peca mecanica, para a qual os estudantes fizeram o uso dos
softwares GeoGebra, AutoCad ou SolidWorks. Contou, ainda, com a construcdo de videos
elaborados pelos estudantes.

Quadro 7 — Cometti (2018): Objetivos e fundamentacao tedrica

Cometti (2018)

Investigar as possiveis contribuicdes de sequéncias didaticas, utilizando o
GeoGebra 3D no processo de ensino das integrais multiplas

Objetivos

T ETHEN ELE LN YT [« Wl Teoria dos Registros de Representacao Semiética (DUVAL,1993)

Fonte: Elaboracao pelos autores

Cometti (2018) elaborou e aplicou uma sequéncia didatica, composta de atividades
exploratérias (termo usado pelo autor), priorizando as operacdes de conversao e informa-

7 Segundo Ausubel (1990), subsungores sao aquilo que o estudante ja sabe e estd relacionado com um novo conhecimento a ser construido.
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¢Oes contidas nos registros de representagdo semidtica®, fundamentado por aspectos da Te-
oria dos Registros de Representacdo Semiodtica, conforme apontado no Quadro 7. Na sequ-
éncia foi abordada a construcdo de representacdes das superficies quadricas no GeoGebra
e de regides de integracao de integrais duplas e triplas a fim de calcular medidas de areas e
de volumes de solidos, com énfase nas relagdes entre as representagdes algébricas e geo-
métricas.

Nas analises realizadas pelo autor, ndo identificamos uma metodologia ou forma de
categorizacao dos dados.

Quadro 8 - Fontoura (2016): Objetivos e fundamentacao teodrica
Fontoura (2016)

Investigar quais as contribuicdes da elaboracéo e aplicacao de uma sequén-
cia didatica fundamentada nos procedimentos da Engenharia Didatica, com
Objetivos a utilizacdo do software Maple, para o ensino e aprendizagem de integrais
duplas para estudantes da disciplina de Calculo IV, da Licenciatura em Ma-
tematica

Conceito Imagem e Conceito Definicdo (DAVID TALL; SHLOMO VINNER, 1981);
Engenharia Didatica (ARTIGUE, 1996)

Fonte: Elaboracao pelos autores

Fundamentacao Tedrica

Em busca do objetivo pontuado no Quadro 8, Fontoura (2016) utilizou as ideias de
David Tall e Shlomo Vinner (1981) na classificacao dos sujeitos quanto ao seu conceito ima-
gem® — conceito imagem incipiente, conceito imagem instrumental e conceito imagem rela-
cional e, para as analises apoiou na Engenharia Didatica.

Para tanto organizou seus estudos de forma a aplicar um teste diagnéstico para iden-
tificar os conhecimentos prévios dos estudantes a respeito do célculo de medida de area
utilizando integrais multiplas, e analisar os livros didaticos de Calculo no que se refere a
forma como o ensino dessas integrais esta proposto nesses livros. Com os resultados do
teste e dessas anadlises em maos, elaborou e aplicou uma sequéncia didatica aos estudantes,
construida fazendo uso de um aplicativo computacional programado com o software Maple.
Vale ressaltar que as atividades foram construidas considerando o contexto de medida de
areas e de volumes de sélidos.

8 Segundo Duval (1993) um registro de representagdo semidtica, ou simplesmente registro, ¢ um sistema semiotico que cumpre as operacoes
cognitivas de formacdo, tratamento e conversdo. Existem quatro grandes registros criados para comportar as representacdes semidticas, o
registro figural ou geométrico; o registro grafico; o registro da lingua natural e o registro da lingua formal ou algébrico. O tratamento ocorre
no interior do registro ou do sistema semidtico, consiste na transformagao de uma representagdo em outra, obedecendo as regras proprias
do sistema. A conversao ocorre entre registros distintos quando a representacao do objeto pertencente a um dado registro é transformada
em outra representacao pertencente a outro registro, modificando a maneira como um objeto é representado.

9 ParaVinner (1991), um conceito imagem é aquele construido pelo sujeito, € a concepcao que o sujeito constrdi de um conceito constituido
na comunidade em geral. £ constituido na estrutura cognitiva do sujeito associado a um conceito. Essa associacao contém representacoes
mentais, tais como imagens de representacdes visuais, impressdes, experiéncias e propriedades, elaboradas pelo individuo por meio de
processos de pensamento. Um conceito defini¢do é a especificagdo do conceito que o sujeito expressa por meio de palavras, pode ser
apreendido pelo sujeito na escola ou relacionando-se com um conceito constituido na sociedade. Da mesma forma que o conceito imagem
é formado na estrutura cognitiva do sujeito.
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Quadro 9 — Marques (2016): Objetivos e fundamentacao tedrica
Marques (2016)

Investigar e elaborar Projetos de Construgdo de Objetos Concretos (PCOC)™
acessiveis por meio de prototipagem construida em impressora 3D, “poden-
do servir de instrumentos auxiliares na resolucdo de problemas propostos
em praxeologias envolvendo integrais duplas e triplas que requerem a visu-
alizacdo no registro grafico como estratégia de realizacao” (MARQUES, 2016,
p.22)

Abordagem Instrumental (RABARDEL, 1995);

Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD) (CHEVALLARD, 1996);
Teoria de Registros de Representacdes Semidticas (DUVAL, 1993);
Engenharia Didatica (ARTIGUE, 1996)

Fonte: Elaboracao pelos autores

Objetivos

Fundamentacao Tedrica

Marques (2016) utilizou preceitos da Abordagem Instrumental e da TAD como supor-
te para a realizacao, principalmente, da analise institucional e descricao das praxeologias
didaticas e matematicas envolvidas nos processos de ensino e de aprendizagem das inte-
grais multiplas na instituicao na qual a pesquisa foi realizada. Além disso, aspectos da TAD,
da Abordagem Instrumental e da Teoria de Registros de Representacdes Semidticas foram
suporte para propor o percurso metodolégico da modelagem e prototipagem rapida de
PCOC na impressora 3D e desenvolver modelos de PCOC utilizando este percurso; além da
elaboracao e aplicacao da sequéncia didatica composta por dois dispositivos experimentais
(cone truncado e galpao), utilizando os dois modelos de PCOC desenvolvidos, indo ao en-
contro aos objetivos propostos no Quadro 9. As analises foram subsidiadas, também, pela
Engenharia Didatica.

Quadro 10 - Ribeiro (2010): Objetivos e fundamentacao tedrica
Ribeiro (2010)
Construir um projeto de ensino e de aprendizagem destinado a trabalhar
Objetivos integrais com estudantes de um curso de Engenharia, num ambiente de re-
solucao de problemas, com recursos oriundos da Histéria da Matematica
Metodologia de Romberg (1982);

TN ETHER ETE N [T [« Wl Resolucdo de Problemas ((ONUCHIC; ALLEVATO, 2009); (VAN DE WALLE,
2001))

Fonte: Elaboracao pelos autores

Subsidiada na Metodologia de Romberg (1982) e Resolucao de Problemas e orien-
tada pelo objetivo apontado no Quadro 10, encontramos na investigacao de Ribeiro (2010)
um o modelo de investigacdo apresentando um estudo histérico com énfase na origem do
conceito de integrais de fungdes reais de uma varidvel real até a sua formalizacao por Rie-
mann, destacando problemas que abordaram essas integrais. Encontramos, também, um
estudo sobre a metodologia de Resolucao de Problemas aplicada em processos de ensino e
de aprendizagem de Matemética a fim de identificar os diferentes campos teéricos que pu-
dessem contribuir para “entender e saber trabalhar a sala de aula, de uma forma alternativa”
(RIBEIRQ, 2010, p. 108), nos contextos dos cursos de Engenharia e Matematica, em situacoes
de ensino e de aprendizagem de Célculo.

10"Um PCOC é um modelo matemético descritivo idealizado a partir de andlise de uma situacao-problema, tarefa, exercicio ou um exemplo
institucional que resulta em um objeto construido com materiais concretos ou com auxilio de um ambiente computacional de aprendizagem”
(HENRIQUES, 2014, p. 220).
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Encontramos ainda, uma sequéncia didatica elaborada a partir de problemas relacio-
nados ao calculo de medidas de area e de volume, identificados ou ndo no estudo historico
realizado na investigacao, com a intencao de levar os sujeitos a construir o conceito de fun-
¢Oes, de derivadas parciais e de integrais duplas.

Quadro 11 - Siple e Figueiredo (2013): Objetivos e fundamentacao tedrica
Siple e Figueiredo (2013)

Ultrapassar o entrave apresentado pelos estudantes na visualizagao tridi-
mensional imediata no ambiente lapis/papel que, sequndo os autores, os
Objetivos impedia de representar graficamente regides e sélidos geométricos, bem
como de estabelecer relacbes entre a representacdo grafica e algébrica
quando essas regides ou solidos mobilizavam as integrais duplas

ST ETRER ETE N [T [« W Teoria dos Registros de Representacao Semidtica (DUVAL, 2003)

Fonte: Elaboracao pelos autores

Conforme ja acentuamos neste texto, a investigacao de Siple e Figueiredo (2013),
cujo objetivo encontra-se destacado no Quadro 11, foi o Unico estudo longitudinal encon-
trado nesta revisao. As autoras elaboraram, aplicaram e analisaram uma atividade tendo o
software Winplot como recurso computacional, abordando as integrais duplas no calculo da
medida do volume de um determinado sélido, contemplando suas diferentes representa-
¢oes e as relagdes entre elas.

A atividade foi aplicada em trés etapas. Na primeira, no ambiente lapis/papel, os su-
jeitos deveriam utilizar Geometria Analitica para identificar as superficies, suas curvas de
intersecdo e suas projecdes nos planos coordenados utilizando lapis e papel, e utilizando o
software Winplot eles construiam as representacdes graficas bidimensionais e tridimensio-
nais do sélido. Na segunda etapa, construiram a maquete do sélido identificado na primeira
etapa e utilizaram as integrais duplas para o calculo da medida de volume desse sélido, para,
na ultima etapa, socializar os resultados encontrados.

Quadro 12 - Simaes, Siple e Figueiredo (2014): Objetivos e fundamentacao tedrica

Simoes, Siple e Figueiredo (2014)

Entender qual Matemdtica deve ser ensinada a estudantes de Engenharia e
quais ferramentas do Célculo os professores mobilizam em suas disciplinas.
Estreitar a relacdo entre teoria e pratica, desenvolvendo atividades de apli-
Objetivos cacdes das integrais de fungdes reais de uma varidvel real além da integral
dupla em problemas que permitiam visualizar caracteristicas geométricas
dos elementos estruturais em forma de barras que compdem um edificio ou
uma maquina.

TG ETG G EXET R I [ W Preceitos da Aprendizagem Significativa (AUSUBEL, 1990)

Fonte: Elaboracao pelos autores

No artigo, ndao observamos uma teoria ou metodologia explicita para a categoriza-
¢ao e analise dos dados produzidos, no entanto, conforme Quadro 12, identificamos pre-
ceitos da Aprendizagem Significativa proposta por Ausubel (1990), na medida em que au-
tores usam o termo Aprendizagem Significativa e promovem reflexdes nas quais aparecem
inferéncias implicitas dessa teoria. Também se referem a Modelagem Matemadtica durante
a construcdo dos problemas em que aplicam as integrais de fun¢des reais de uma variavel
real e a integral dupla para visualizar caracteristicas geométricas de elementos estruturais
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em forma de barras que compdéem um edificio ou uma mdaquina, mas nao atribuem essa
modelagem a uma abordagem especifica.

Quadro 13 - Frota (2011): Objetivos e fundamentacao tedrica

Frota (2011)

Caracterizar os processos de leitura e de escrita em Calculo por meio de tex-
tos matematicos que se fazem presentes no cotidiano da sala de aula

Concepcao de Letramento (SOARES, 2000);
Concepcao de competéncia como competéncia em acao (WIENERT, 1999)

Objetivos

Fundamentacao Tedrica

Fonte: Elaboracao pelos autores

Conforme explicitado no Quadro 13, a investigacao de Frota (2011) esta relacionada
as competéncias de leitura e escrita em Cdlculo na perspectiva do letramento, entendido por
Soares (2000) citada por Frota (2011, p. 39) como “resultado da acao de ensinar e aprender
as praticas sociais de leitura e escrita; o estado ou condicao que adquire um grupo social ou
um individuo como consequéncia de ter-se apropriado da escrita e de suas praticas sociais”.
Nesse sentido a autora entende o letramento matematico como o desenvolvimento, pelo
sujeito, de competéncias de utilizar a Matematica em contextos nao matematicos, que o
permitam tratar de situacdes de dominio cientifico e do cotidiano.

A partir desse entendimento a autora propos reflexdes sobre o texto escrito de duas
situacdes abordando as integrais duplas, contextualizadas na Matematica, as quais foram
aplicadas aos sujeitos com o intuito de buscar compreender o processo de leitura e escrita
desses sujeitos no que se refere a:

ler a informagao na linguagem veiculada, natural ou simbdlica, na forma de tabelas ou
graficos, reconhecendo cédigos, expressdes, notagdes proprias das varias formas de
representacao em Matematica;

ler dentro da informacao, operando com essa a informacao, seja por meio de conver-
sao da forma de registro, seja através de transformacdes dentro de um mesmo tipo de
registro, conforme visto em Duval (2003), e acionando conhecimentos anteriores de
forma a relaciona-los com a nova informacéo;

ler além da informacao, realizando novas operacdes mais complexas de conversao da
forma de registro, para otimizar solucdes, para interpretar a informacéo dentro do pré-
prio contexto da Matematica e, além desse contexto, em conexao com outras ciéncias
e situagdes aplicadas (FROTA, 2011, p. 493 apud SOUZA, 2022).

Tendo apresentado, nesta se¢ao, os 11 trabalhos que compuseram a revisao de litera-
tura realizada, com destaque para os sujeitos da pesquisa, os objetivos e as fundamentacgdes
tedricas, além de comentarios pontuais acerca de procedimentos metodolégicos emprega-
dos pelos autores, na se¢ao seguinte apresentamos a discussao dos dados explorados.

DISCUSSAO DOS DADOS™

Por meio das leituras realizadas para esta investigacao, constatamos que Henriques
(2006), Marques (2016) e Brandao (2021) analisaram documentos institucionais referentes
aos cursos que sediaram as suas investigacoes, dos quais destacamos os programas institu-

11 Esta secdo reproduz a discussao acerca da revisdo de literatura presente na tese de doutorado da primeira autora (Souza, 2022) que foi
desenvolvida sob a orientacdo do segundo autor.
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cionais, manuais de referéncia, matrizes curriculares e projetos politico-pedagdégicos, com
0 propésito de compreender como as integrais duplas ou multiplas sao abordadas nesses
documentos, com qual objetivo e de que maneira sao mobilizadas nas disciplinas do eixo
especifico desses cursos, bem como nas disciplinas da drea de Matematica. Por meio das
analises, esses autores evidenciaram o lugar ocupado por essas integrais para propor uma
sequéncia de atividades, ainda que nao aplicada na investigacao de Henriques (2006), que
contrastasse com a forma como o ensino era realizado nos cursos que sediaram suas inves-
tigacoes.

A andlise dos livros didaticos adotados na disciplina de Célculo foi um ponto conco-
mitante nas investigacdes de Henriques (2006), Marques (2016), Fontoura (2016) e Brandao
(2021). Essas analises tiveram o intuito de compreender como o objeto em estudo se apre-
sentava do ponto de vista didatico e, também, matematico. O estudo foi utilizado nessas
investigacdes como construcao de um referencial institucional e posto em xeque quanto a
um outro referencial construido por meio de um estudo epistemoldgico-histérico do objeto
matematico.

Henriques (2006), embora tenha considerado importante a aplicagées das integrais
multiplas em contextos nao matematicos (como no estudo de massa, densidade, momentos
de inércia e centros de massa) assim como Marques (2016), Miranda (2018), Cometti (2018),
Fontoura (2016) e Frota (2011) nao estendeu seus estudos além de contextos proprios da
Matematica.

Nas investigacdes de Miranda (2018), Henriques (2006) e Cometti (2018), a énfase
na importancia da interacao entre os estudantes durante situacdes didaticas propostas por
professores em sala de aula foi ressaltada como uma contribuicao positiva para a construcao
do conhecimento de um objeto matematico pelo estudante.

A aplicacdo de testes diagndsticos a estudantes foi uma acdo presente nos estudos
de Henriques (2006), Miranda (2018), Fontoura (2016) e Schmidt (2019). Por meio desses
testes esses autores buscaram evidenciar os conhecimentos prévios, necessarios a compre-
ensao das integrais duplas e/ou triplas. Os conhecimentos prévios — ou a falta deles — foram
considerados na elaboracao das atividades propostas durante as investigacoes.

Diferentemente de Henriques (2006), ndo identificamos em Miranda (2018) aponta-
mentos que indicassem como foi realizado o processo de construcao da sequéncia de ativi-
dades e que revelasse ao leitor uma técnica ou método para a construcao dos applets, bem
como dos projetos de programacao desenvolvidos para impressao 3D dos solidos gerados
a partir de superficies dadas pelas integrais. Marques (2016) também nao sinaliza sobre o
processo de construcao dos projetos de programacao desenvolvidos para impressao 3D.

Frota (2011), apesar de destacar aimportancia de uma pratica de ensino que propicie
ao estudante obter letramento matematico, considerando que tal letramento possibilita a
mobilizacdao da Matematica em questdes cientificas de diferentes dominios e do cotidiano,
fez opcao pela abordagem da integral dupla contextualizada somente na Matematica, con-
forme observado nas atividades elaboradas em sua investigacao.
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Além de ressaltar a importancia da interacao dos estudantes e o fato de sua inves-
tigacao ter surgido por meio de um problema docente percebido em sala de aula, a ativi-
dade apresentada em Frota (2011) traz uma discussdo expressiva sobre o que o professor
deve explorar em relacao a integral dupla, além de salientar a complexidade envolvida nos
processos de ensino e de aprendizagem dessas integrais, tanto do ponto de vista do profes-
sor quanto do estudante. A autora ressalta que essas integrais nao devem ser vistas pelos
professores como um saber cientifico evidente e facil de ser construido pelo estudante, por
envolver o letramento matematico, a associacao entre as diferentes representacdes, além da
complexidade da compreensdo cognitiva da nocao de infinito e infinitésimos imposta pela
epistemologia dessas integrais.

Simoes, Siple e Figueiredo (2014) apresentaram procedimentos para definir qual Ma-
tematica deve ser ministrada para estudantes de Engenharia, pautados no diadlogo entre a
disciplina de Célculo e aquelas do eixo especifico da graduacdo em Engenharia. Para isso,
analisaram materiais didaticos de professores para associar o ensino de integrais a proble-
mas de calculo de centroide e momentos de inércia em uma situacao de um projeto arqui-
teténico, propondo atividades interdisciplinares e contextualizadas, construidas a partir de
um trabalho integrado com os professores de Fisica dessa graduacao.

Schmidt (2019) conduziu sua investigacao partindo da elaboracdo de um problema
no contexto do estudo de massa e centro de massa de pecas mecanicas hipotéticas, aplica-
da a estudantes de Engenharia para desencadear o processo de ensino de integrais.

As investigacoes de Simdes, Siple e Figueiredo (2014) e Schmidt (2019) se apresen-
tam diferenciadas das demais no sentido de proporem um estudo que resultou na elabora-
¢ao e aplicacao de atividades contextualizadas na Engenharia.

Quadro 14 - Principais resultados explicitados nas investigacdes analisadas

Autor(es)

Ano Principais Resultados

Revelaram que os estudantes conseguiram aplicar os conceitos dos objetos matematicos es-
colhidos de forma coerente e autbnoma ao construirem e resolverem situacdes-problemas en-
volvendo conhecimentos dos cursos dos quais sao egressos e do Calculo Diferencial e Integral;
Branddo | que os estudantes associaram os objetos matematicos a uma linguagem estética, ao pragma-

(2021) tismo e ao desenvolvimento de raciocinios abdutivos que permitiram alinhar o uso deles em
diferentes situacoes; que os significados, as interpretacoes e as praxeologias se diferenciaram
quanto ao emprego dos conhecimentos matematicos nas duas graduacgdes e na interpretagao
das tarefas propostas, mas convergiram nas praxeologias matematicas aplicadas

Apontaram para a importancia da exploracao de atividades que possibilitam a interacdo entre
os estudantes, pois essa interacao favoreceu a construcdo dos conceitos iniciais de funcbes
reais de uma e duas variaveis reais principalmente por meio do estabelecimento de compara-
¢Hes entre as suas representagdes algébrica e grafica. Mostraram que a presenca das escultu-
Miranda | ras matematicas como uma nova representacao para os objetos matematicos construidas em

(2018) conjunto com os estudantes contribuiu para que eles percebessem mais facilmente as pro-
priedades matematicas envolvidas nas representacdes do espaco. Mostraram também que as
tarefas que envolvem a tecnologia e a representacao figural dos sélidos limitados por fungoes
de duas variaveis, por meio das esculturas matematicas, podem contribuir para o ensino e a
para a aprendizagem da integral dupla.
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Henriques
(2006)

Descortinaram aspectos positivos quanto a utilizacdo do software na resolucdao de problemas
que envolvem calculo de medidas de é4reas e volumes com o uso de integrais multiplas nos
processos de ensino e de aprendizagem dessas integrais. Mostraram que proporcionando a
visualizacdo dos elementos gréficos envolvidos na construcao dos sélidos e a compreensao
dos significados relacionados pode favorecer o ensino e a aprendizagem dessas integrais. Por
fim, o autor concluiu que a construcao das representacdes graficas é fundamental para fazer
com que o estudante interprete, compreenda e busque solu¢des para problemas relacionados
ao cdlculo de medidas de areas e volumes, a partir de integrais multiplas.

Schmidt
(2019)

Mostraram que a proposta contribuiu para dar significado, aos estudantes, quanto ao conceito
de integrais multiplas; além de proporcionar a eles a percepcao de que as integrais multiplas
apresentam interfaces diretas com a Engenharia Mecanica, que podem e devem ser explo-
radas nos processos de ensino e de aprendizagem dessas integrais. O autor concluiu que a
implementacdo de uma atividade fundamentada pelo uso das tecnologias digitais pode favo-
recer o ensino e a aprendizagem das integrais multiplas.

Cometti
(2018)

Evidenciaram que a visualizacdo proporcionada pelo GeoGebra 3D no estudos de integrais
multiplas relacionadas ao calculo de medidas de areas e de volumes de sélidos pode ser con-
siderada um importante componente para os processos de constru¢ao do conhecimento a
cerca dessas integrais, além de “apontar para a possibilidade de aliar o uso desse software a
construcdo de representacao semidtica, principalmente representagées graficas usadas no es-
tudo dessas integrais, destacando o uso das opera¢des de tratamento, tanto no ambito algé-
brico quanto no ambito grafico” (Cometti, 2018, pp. 164-165)

Fontoura
(2016)

Mostraram que “a utilizacdo do software Maple viabilizou melhor aprendizagem por auxiliar a
construcdo dos conhecimentos antes vistos de uma forma meramente expositiva” (Fontoura,
2016, p. 128); e que a sequéncia didatica, construida com o emprego de um aplicativo compu-
tacional programado com o software Maple, facilitou a formacao de conceitos imagem sobre
integrais multiplas, bem como auxiliou os estudantes no calculo de medidas de volume de
s6lidos geométricos, por meio dessas integrais.

Marques
(2016)

Evidenciaram que a utilizacdo de PCOC na realizacao de tarefas, cujo objeto em estudo sao
as integrais duplas e triplas na praxeologia modelada, permite a compreensao do conheci-
mento relacionados a essas integrais como objetos institucionais participantes na formacao
de recursos humanos; que hda possibilidade de manipulagao de um PCOC a mao livre, sem
a necessidade de produzir a representacao do objeto no registro grafico; que a visualizagcao
permitiu identificar as superficies cujos crivos as delimitam; que facilita a reproducao do ob-
jeto no espaco tridimensional por meio da observacdo do objeto concreto. No entanto foram
apontados como pontos negativos as dificuldades de os estudantes encontrarem as equacoes
de superficies e a necessidade que eles apresentam de utilizar ferramentas de manuseio a mao
livre para realizar as medidas convenientes que possam permitir a conversao de cada superfi-
cie do registro gréfico para o registro algébrico.

Ribeiro
(2010)

Revelaram que a metodologia proposta na Resolucao de Problemas foi eficiente para o tra-
balho em sala de aula na medida em que permitiu, dentre outros, a constru¢ao do conceito
de integrais duplas pelos sujeitos pesquisados; que a Histéria da Matematica foi fundamental
nesse processo uma vez que o estudo histérico desvendou o modo como as ideias em relacao
a essas integrais surgiram ao longo do tempo e proporcionou a incorporagao dessas ideias na
sequéncia construida.

Siple;
Figueiredo
(2013)

Evidenciaram que o ambiente lapis e papel associado ao ambiente computacional pode po-
tencializar a aprendizagem de integrais duplas; que a atividade proposta possibilitou aos sujei-
tos pesquisados o desenvolvimento da habilidade necessaria as transformacdes de tratamen-
tos e de conversdo possibilitando a aprendizagem dos conceitos propostos; que o uso de uma
maquete para explorar registros das representacdes graficas bidimensionais e tridimensionais
do sélido ameniza as dificuldades existentes no ensino dessas integrais; que a atividade possi-
bilitou a exploracao das relagdes do Calculo com a Geometria Analitica e o Calculo Vetorial; que
as possibilidades que o ambiente computacional oferece para o ensino de Calculo necessitam
de um engajamento significativo entre os professores em acdes de trabalhos colaborativos
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Desvendaram que existe a necessidade de os estudantes ter um conhecimento das aplicages
de objetos matematicos em disciplinas do eixo especifico da Engenharia, para que possam

Simoes; A . . e .
Siole: dar significado ao Calculo por meio de problemas fisicos; que, para que isso ocorra, o trabalho
i usireldo colaborativo entre os professores de Calculo e professores de disciplinas do eixo especifico da
%2014) Engenharia é fundamental; e, ainda, observaram uma mobilizacao expressiva da integral dupla

em outros problemas de disciplinas do eixo especifico das engenharias, quando relacionados a
interpretacdo geométrica da integral dupla.

Expuseram que planejar uma disciplina por meio da perspectiva do letramento matematico
pode favorecer o desenvolvimento integrado das trés competéncias em acédo, necessarias a
Frota leitura e escrita compreensiva em Célculo; que o trabalho de ler e escrever, respondendo a um
(2011) texto matematico, é um processo em que o estudante precisa internalizar informacées sobre
o conteudo e sobre si, e precisa desenvolver essas competéncias por meio de um conjunto de
experiéncias vivenciadas de ler e escrever para aprender as integrais duplas.

Fonte: Elaboracao pelos autores

Com base no que pudemos inferir, explicitamos no Quadro 14 as contribui¢cdes das
investigacdes realizadas em consonancia aos objetivos por elas propostos, para, a seguir
descrever as concomitancias entre elas.

A principal contribuicao advinda da investigacdo de Miranda (2018), foi a reafirmacao
da constatacao de que estratégias de ensino e de aprendizagem quando o objeto em estu-
do sao as integrais duplas, apoiadas por tecnologias, podem trazer resultados positivos no
aprendizado dos estudantes, além de apontar aos professores caminhos para buscar subsi-
dios para a construcao de representacdes figurais associadas ao ensino dessas integrais. Essa
constatacao, exceto quanto aos elementos figurais, foi uma contribuicao das investigacoes
de Cometti (2018), Henriques (2006), Marques (2016), Schmidt (2019) e Fontoura (2016).

Cometti (2018) e Henriques (2006) trazem o apontamento para a necessidade da
construcdo das representacdes graficas associadas as algébricas no sentido de contribuir
para que os estudantes interpretem, compreendam e busquem solucdes para os problemas
que envolvem o calculo de medidas de areas e volumes abordando integrais multiplas.

Marques (2016) mostrou que a utilizacao de PCOC na realizacao de tarefas que abor-
dam as integrais duplas permitiu a manipulacao de um ostensivo concreto pelo estudante
e a consequente construcao do conhecimento em torno dessas integrais. Esta foi a Unica
investigacao que recorreu a um PCOC.

Quanto as contribuicdes trazidas pela investigacdo de Henriques (2006) destacamos
a elaboracdo do método para obter uma representacao grafica de qualquer sélido isolado
ou crivado, descrito por vdrias superficies, além da construcao do Modelo para Andlise de
Tarefas que tenham as integrais duplas e triplas como objeto matematico envolvido. Esse
modelo estd aberto para a utilizacdo por professores como uma opcao de estratégia de en-
sino que, segundo o autor, permite melhor compreensao e interpretacao de problemas de
calculo de medidas de areas e volumes que mobilizam essas integrais, visto que consolidam
a coordenacao entre as representacdes grafica e algébrica a elas inerente.

A investigacao de Frota (2011), foi a Unica entre as demais que evidenciou a necessi-
dade de pratica de ensino desenvolvida na perspectiva de letramentos matematicos como
instrumento que pode favorecer o desenvolvimento integrado das competéncias em acao,
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necessarias para a leitura e escrita compreensiva em Calculo propiciando o seu ensino e a
sua aprendizagem.

As contribuicdes trazidas pela investigacao de Schmidt (2019) apresentam interfaces
com os subsidios vistos nos estudos de Simdes, Siple e Figueiredo (2014) uma vez que per-
mitiu a construcao do significado dos conceitos das integrais duplas pelos estudantes por
meio de atividades contextualizadas na Engenharia.

Um destaque importante visto como resultado de quase todas as investigagoes ana-
lisadas na revisdo de literatura foi o despertar do olhar dos professores de Célculo para a
necessidade da elaboracdo de atividades para o ensino de objetos de Célculo, por meio de
tecnologias digitais.

Quadro 15 - Principais dificuldades dos estudantes

Brandao
(2021)

O rigor proprio da Matematica causou dificuldades para a compreensdo da integral dupla, bem
como, a elaboracao de modelos matematicos para a descricdo das situagdes abordadas, as téc-
nicas de integracdo e o estabelececimento dos limite de integracao durante o calculo de algu-
mas integrais abordadas nas atividades.

Henriques
(2006)

Os estudantes mostram entraves em modelar e interpretar as expressdes que eles manipu-
lavam vinculadas a esbocos das regides que constroem, principalmente no ambiente lapis e
papel, além de dificuldades relacionadas ao estabelecimento de relagdes entre a representacao
gréfica e algébrica das integrais duplas e triplas.

Miranda
(2018)

As dificuldades estavam relacionadas, principalmente, a interpretacdo das questdes, a concei-
tos geométricos ndo especificados nas questdes; as interacdes com os applets que, as vezes,
nao permitiam a resolucdo das integrais; em associar notacdes gréficas e algébricas de algu-
mas integrais; a nao percepcao das relagdes e propriedades que existem entre a representacdo
gréfica das funcdes reais de uma e de duas variaveis reais; bem como a ndo construcdo dos
significados de conhecimentos de alguns dos contetidos abordados.

Simoes,
Siple e
Figueiredo
(2014)

Nao relataram dificuldades dos estudantes.

Schmidt
(2019)

Os estudantes tiveram dificuldade em esbocar o gréfico das figuras espaciais (trés dimensodes)
e em técnicas de integracdo principalmente por substituicdo trigonométrica.

Cometti
(2018)

As dificuldades dos estudantes estavam centradas em estabelecer relagcdes entre as represen-
tagdes algébricas e as representacdes graficas das regides ou sélidos construidos

Fontoura
(2016)

Os estudantes apresentaram dificuldades no processo de construcdo do significado da integral
quando essa se aplica ao célculo de medidas de areas e volumes, na compreensao do conceito
de area, em técnicas e métodos analiticos para o calculo de medida de area de figuras planas e
de célculo de medida de volume g, ainda, quanto a habilidade de fazer representacdes graficas
de curvas, tendo como recursos didaticos apenas o lapis e papel.

Marques
(2016)

Os estudantes apresentaram dificuldades para encontrar as equacdes das superficies; para
definir e utilizar ferramentas de manuseio a mao livre para realizar as medidas convenientes
que podiam permitir a conversao de representacdes de cada superficie envolvida no PCOC em
questao, do registro grafico para o registro algébrico.

Frota
(2011)

Os estudantes realizaram confusdo no tracado de gréficos de curvas e superficies em ambien-
tes de lapis e papel, podendo ser decorrente de duas dificuldades distintas: associar uma repre-
sentacao algébrica a uma superficie, resultante da falta de conhecimento declarativo ou proce-
dimental do estudante que o prejudica ao atribuir significados as expressées matematicas ou
da dificuldade em visualizar uma imagem criada do sélido, envolvendo o desenvolvimento da
competéncia visual-espacial.
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A investigacao desses autores foi construida em torno da dificuldade apresentada pelos estu-
Siple e dantes na visualizacao tridimensional no ambiente lapis/papel que os impede de representar
Figueiredo | graficamente regides e sdlidos geométricos, bem como de estabelecer relacbes entre a repre-
(2013) sentacao grafica e algébrica quando essas regides ou sélidos sao estabelecidas por integrais
duplas ou triplas.

As dificuldades foram advindas de uma formacao de matematica elementar dos estudantes
precaria; da interpretacdo do contexto do vocabulério presente no enunciado das atividades
e no contexto dos problemas; da passagem da linguagem vernécula para linguagem mate-
Ribeiro | matica; de conceitos do Calculo e técnicas operatérias algébrica ainda nao construidos pelos
(2010) estudantes; da implementacao do proprio método de resolucdo de problemas, devido as in-
ter-relacdes que o estudante precisava estabelecer entre os recursos matematicos (conceitos,
conhecimento de fatos e de procedimentos) utilizados, ordem heuristica; do controle dos me-
canismos necessarios a coordenagao de recursos e processos.

Fonte: Elaboracao pelos autores

As principais dificuldades enfrentadas pelos estudantes, sujeitos das pesquisas ana-
lisadas, foram apontadas no Quadro 15. A dificuldade deles em estabelecer relagbes entre
a representacdo grafica e algébricas de solidos foi comum em Henriques (2006), Cometti
(2018), Siple e Figueiredo (2013), Frota (2011) e Miranda (2018). Ja a dificuldade com as téc-
nicas de integracdo apareceu em Brandao (2021), Schmidt (2019), Fontoura (2016), Frota
(2011) e Ribeiro (2010). Dificuldades vinculadas a esbocos das regides construidas, princi-
palmente, no ambiente lapis e papel esteve presente em Henriques (2006), Fontoura (2016),
Marques (2016), Frota (2011), Siple e Figueiredo (2013), Schmidt (2019). A dificuldade em
visualizar uma imagem criada do sélido, envolvendo o desenvolvimento da competéncia vi-
sual-espacial esteve presente nos estudos de Siple e Figueiredo (2013) e Frota (2011). Quan-
to as dificuldades geradas a partir da interpretacdao de contextos do vocabulario presente
nos enunciados das questoes, essas estiveram presentes nos trabalhos de Ribeiro (2010),
Marques (2016), Miranda (2018), Henriques (2006) e Brandao (2021). As demais dificuldades
evidenciadas foram pontuais em cada estudo.

Na préxima secdo apresentamos as consideracdes finais deste artigo enriquecidas
com caminhos para novas investigagoes.

CONSIDERACOES FINAIS

Por meio dessa revisao da literatura, constatamos que a maioria dos trabalhos ana-
lisados abordam as integrais duplas no contexto do calculo de medidas de areas e de volu-
mes, tendo como alvo o ensino ou a aprendizagem dessas integrais em alguma habilitacao
em Engenharia.

Entre as dificuldades observadas pelos autores, as apresentadas ao modelar e inter-
pretar as expressoes vinculadas a esbog¢os das regides no ambiente lapis e papel e o esta-
belecimento de relacbes entre a representacao grafica e algébrica das integrais duplas foi,
praticamente, comum a todos os trabalhos analisados.

Algumas das investigagdes sinalizaram a necessidade da realizacao de investigacoes
priorizando a abordagem dessas integrais nas salas de aula de Engenharia, por meio de es-
tratégias de ensino e de aprendizagem elaboradas a partir de questdes constantes no eixo
especifico da graduagcdao em Engenharia, que poderiam culminar na elaboracao de ativida-
des de ensino contextualizadas na pratica do Engenheiro e que, possivelmente, ao serem
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trabalhadas em sala de aula, poderiam despertar o interesse dos estudantes e possibilitar-
-lhes a construcao de conhecimento acerca desse objeto matematico.

Entre os caminhos para novas investigacdes que observamos nas pesquisas destaca-
mos a necessidade de compreender os avancos no ensino de integrais duplas e de outros
temas do Calculo Diferenciale Integral quando sao discutidos a partir de um projeto inte-
grador com as demais componentes curriculares de diferentes habilitacbes em Engenharia.
Destacamos também, a necessidade de avaliar o ensino de modelos matematicos constru-
idos pelos professores do ensino superior, com outras tematicas de Calculo de Funcdes de
Varias Variaveis Reais a luz das teorias da didatica francesa.
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