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;Qué tan Grande es el infinito?
{El infinito ... ya no nos asusta!
How Big is infinity?

Infinity ... no longer scares us!

Qual é o tamanho do infinito?
O infinito... ndo nos assusta mais!

Alejandro Ortiz Ferndndez'

RESUMEN

El objetivo de este articulo es presentar en forma breve y no - técnica la idea del infinito, desde la época de los
antiguos griegos hasta los siglos XIX'Y XX, dando énfasis a George Cantor y su teoria de conjuntos.

RESUMO

O objetivo deste artigo é apresentar de forma breve e nédo técnica a ideia de infinito, desde a época dos gregos
antigos até os séculos XIX e XX, com énfase em George Cantor e sua teoria dos conjuntos.

ABSTRACT

The objective of this article is to present in a brief and non-technical way the idea of infinity, from the time of the
ancient Greeks to the XIX and XX centuries, with emphasis on George Cantor and his set theory.

ALGUNAS PALABRAS

Ensenar es basicamente una comunicacion entre alguien que ensefia y alguien
que aprende; en esta relacién entra en juego una serie de factores: buena formacion
del profesor, deseos de aprender del alumno, condiciones adecuadas para optimizar
esta intercomunicacion. Ensefiar es un arte, en cierto sentido, y el profesor debe ser un
artista. De ser asi, creemos que temas delicados en su estructura podrian ser ensefia-
dos con resultados positivos. Esto es el caso de ensefar el infinito. Histéricamente esta
palabra atormento por siglos a los pensadores, desde la antigua Grecia hasta media-
dos del siglo XIX, época en que se domo al infinito y la matematica pudo progresar con
mas rigor. Es cierto que el infinito no es un tema simple de entender en sus aspectos
esenciales y en ciertos contextos podria estar mas alla de la capacidad humana para
entenderla completamente, como lo dijo el gran matematico G. Cantor, quien agregd
que esta compresion esta “reservada a una comprension divina”. Asi, en la antigliedad
las culturas egipcias y babildnicas cultivaron la astronomia y es posible que la infinitud
del firmamento les haya producido la sensacion de lo “inmenso”, del “mas alla”y capaz
estas impresiones les motivé sentimientos religiosos, como asi sucedié con algunas
culturas de la antigliedad incluyendo a las prehispanicas.

El paso siguiente fue el surgimiento de la cultura griega en donde la mente de
los pensadores fue capaz de formular profundas cuestiones relacionadas con el uni-
verso que observaban. La idea de “y asi podemos continuar ..." surgié con un simple
argumento geométrico. Como sabemos ya en Babilonia y en Egipto se conocia el lla-
mado “teorema de Pitagoras” pero fueron los griegos quienes lo estudiaron con rigor
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matematico. Tomaron un cuadrado de lado 1; ellos pudieron medir con exactitud la longitud
del lado del cuadrado (por ejemplo, si se toma un subintervalo de longitud 0.1, con 10 de
esos subintervalos se cubre exactamente el lado del cuadrado). Luego construyeron una
diagonal y sabian que la diagonal era por el citado teorema; trataron de repetir el argumen-
to anterior pero no encontraron un nimero finito de subintervalos que llenen exactamente
a la diagonal. Llegaron al“asi podemos continuar indefinidamente”. Esto caus6 una profunda
crisis en la filosofia natural de los griegos la que descansaba en la idea de nimero; ;con qué
numero se puede medir a la diagonal del cuadrado de lado 17 ... Es curioso, de algin modo,
que tuvieron que pasar un aproximado de 2400 anos para explicar con rigor esta situacion.
iLos griegos habian llegado al sentimiento del infinito! Sin embargo, la evolucion de la ma-
tematica no se estancé ante esta crisis; siguio evolucionando, creciendo sobre todo por sus
aplicaciones en diversos problemas del mundo fisico. Pero debemos destacar que hubieron
pensadores griegos que se enfrentaron al infinito como fue Zendn, quien con sus paradojas
razond sobre el infinito creando conflictos con la forma de pensar de entonces, y por ellos
trataron de evitar, enfrentar a esta“incémoda idea”. En 1932, el escritor argentino Jorge Luis
Borges dijo: “Hay un concepto que es el corruptor y el desatinador de los otros. No hablo
del mal cuyo limitado imperio es la ética; hablo del infinito”. En efecto, la idea de lo infinito
causo cierto“panico”en algunos pensadores de todos los tiempos, hasta finales del siglo XIX
cuando surgié G. Cantor quien con una fe mistica lo enfrenté y lo domé para felicidad de la
ciencia en general.

UN POCO DE HISTORIA SOBRE EL INFINITO

En la Antigliedad, el griego Anaxagoras tuvo la idea intuitiva de lo muy pequefioy de
lo muy grande al exclamar:“En lo pequefio no existe lo extremadamente pequefio, sino algo
cada vez mas pequefo”.“En lo grande siempre hay algo mas grande”. Parecia que Anaxago-
ras visualizd, en aquellos lejanos tiempos, al mundo del dtomo y a lo inmenso del universo.
Por otro lado, el matematico Eudoxo introdujo el método de “exhaucion” con el cual evitaba
al infinito, y que usé para calcular areas y volimenes de figuras geométricas. Un fildsofo no-
table, como fue Aristoteles, también se interesé por el infinito e hizo interesantes comenta-
rios al respecto como predecir la convergencia de la serie surgida en la paradoja de Aquiles
y la tortuga. Aristoteles dijo “El infinito siempre en potencia, nunca en acto”. Aun mas, dijo:
“No es posible que el infinito exista como un ser en acto o como una sustancia y un principio.
Esta claro que la negacion absoluta del infinito es una hipotesis que conduce a consecuen-
cias imposibles. El infinito existe potencialmente; el infinito es por adiciéon o por divisién. La
magnitud no es actualmente infinita, aunque infinitamente divisible”. Bien, vamos a clarificar
lo del infinito en potencia y lo del infinito en acto aun cuando ya Aristételes lo esta haciendo;
tomemos el conjunto de los numeros naturales N; si n es un nUmero muy grande, sabemos
que existe n + 1, mayor que n; y asi podemos continuar ... por esto, se dice que N es infinito
en potencia. Pero no se aceptaba que el conjunto N, él fuera un elemento infinito, es decir,
que podriamos considerarlo como un elemento de un conjunto donde hubieran otros ele-
mentos infinitos. Cantor aceptd estos infinitos, que se llaman infinitos en acto. Por ejemplo,
en una linea ubiquemos a los numeros naturales Ny a los nimeros reales R, que también es
infinito en acto. Con estos infinitos se pueden establecer relaciones, como veremos después.
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A través de la historia iremos viendo como estos conceptos fueron rechazados y aceptados
por los matematicos.

Aristoteles también opind que “toda magnitud finita puede ser agotada mediante
la sustraccion de una cantidad determinada’, idea que fue usada por el gran matematico
Arquimedes para establecer el “ axioma de continuidad”y que Euclides lo presenté como
definicién (en sus Elementos): “dos magnitudes tienen razén cuando se puede multiplicar
una de ellas de modo que supere a la otra“. Esta sentencia motivd, a su vez, a Eudoxio para
establecer el “método de exhaucién *, el que fue usado por Arquimedes para establecer la
cuadratura de la parabola, en donde tuvo que sortear al infinito; jj en este trabajo Arquime-
des casi llega a la idea de “limite “!!

HACIA EL SIGLO XIX

Desde la época de los griegos hasta la época en que el infinito fue enfrentado cara
a cara paso6 un largo camino, periodo en que la matematica siguié evolucionando y contri-
buyendo a la solucién de problemas del mundo fisico. Fue un periodo de alrededor de dos
mil afos durante los cuales los cientificos convivieron con tal nociéon y con el temor y celo
que ello implicaba. ;Por qué tuvo que pasar tanto tiempo? ... No es el Unico caso en que
esto sucedidé en la matematica; capaz las grandes revoluciones tienen que necesitar largos
periodos de maduracién; esto sucedié también con el calculo infinitesimal. Posiblemente,
en el caso del infinito se necesitaba de una gran teoria que sea el sustento de ella, como fue
la teoria de conjuntos que recién fue formulada en la segunda mitad del siglo XIX.

Demos un ligero paseo por tal periodo de tiempo citado. El punto de partida es Arqui-
medes quién puso su genio en prueba al enfrentar al infinito; usé el método de exhaucion
para determinar ciertos infinitesimales en su trabajo sobre la cuadratura de la parabola. Por
otro lado, él estuvo cerca del calculo integral ya que lleg6 a expresiones que en el contexto

b 2 b 3
. ] 2 L .
actual equivalen a las formulas/ rdr = Ey/ rodr = g.Tamblen ataco el problema
0 0

de construir tangentes a espirales, . . .; es posible que en tales argumentos haya tenido que
enfrentar a las aproximaciones pequenas. Proclo, un historiador griego, estuvo de acuerdo
con Aristoteles sobre el infinito pues tampoco acepta al infinito actual. Este conflicto del in-
finito surgido en Grecia y conforme la matematica fue avanzando, el infinito surge en el pro-
ceso de la evolucion del célculo infinitesimal en donde se manejan objetos muy pequenosy
también muy grandes y asi ... surgieron los llamados infinitésimos, idea que, de algin modo,
ya se tenia en la antigua Grecia. Asi, por ejemplo, al calcular areas de algunas figuras geomé-
tricas se hacian usando aproximaciones con figuras cuyas areas se conocian; tal es el caso
de calcular el drea de un circulo pues tal area se podia pensar como el “ limite” de sumas de
areas de poligonos contenidos en el circulo. En esta direccién Eudoxio, en el siglo VI A.C.
calculaba el area de un circulo usando esa idea. También Arquimedes usé ese método para
calcular el volumen de una esfera y el drea de un sector parabdlico.

Cuando la civilizacion griega decae (luego de casi dos mil afios de vigencia) por mu-
chos anos la matematica casi no tiene grandes progresos pues durante la Edad Media no se
hicieron investigaciones cientificas en general, salvo algunos casos aislados. Por esa época
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el problema del infinito quedé en manos de los filésofos y de algunos teélogos; algunos
estaban a favor del infinito actual, otros no lo estaban. Y asi llegamos al Renacimiento Cien-
tifico donde se distingue la gran figura de Galileo Galilei (1564-1643) quien rechaza a los
conjuntos infinitos porque ellos conducen a contradicciones con la razén. Asi, por ejemplo,
dados los segmentos

A— B y C D

se puede verificar que ambos segmentos tienen el mismo numero de puntos, algo
gue va contra nuestra “verdad”y por tanto no es aceptable. De igual manera verificéd que los
conjuntos

A={1,2,3,4,5.1yB={1,4,916,25,...}

son iguales, es decir, tienen el mismo ndmero de elementos (5, «+s n?) no obstante
que B esta contenido propiamente en Ay esto es también inaceptable! Cauchy, gran mate-
matico francés y fundador del analisis matematico, tampoco acepté al infinito. Atin mas, el
genial hombre de ciencia aleman Gauss no acept6 al infinito actual pues dijo:

“El infinito es solamente una forma de hablar, en lo que uno esta realmente hablan-
do de limites a las que ciertas razones pueden aproximarse, tanto como se quiera, mientras
que otras crecen ilimitadamente . . . . Retrocediendo un tiempo atras, al siglo XVII, Newton
expresa un sentimiento andlogo al de Galileo pues expresa: “ Los infinitos, cuando se consi-
deran sin ninguna restriccion o limitacion, no son iguales, ni distintos, no guardan ninguna
proporcion uno respecto del otro”.

Debe observarse que Newton no niega del todo al infinito, lo acepta bajo ciertas
restricciones cuando tuvo que reformular su célculo infinitesimal en donde tuvo que usar
sumas infinitas o clarificar el “acercamiento” de los x’s a cero. Por otro lado, E. Leibniz tuvo
sentimientos encontrados respecto al infinito ya que por un lado dice:“ nada es mas palpab-
le que lo absurdo de la idea de un ndmero infinito”. Y por otro lado dijo:“ estoy tan a favor de
la realidad del infinito que, en lugar de admitir que la naturaleza lo abomina, como se dice
vulgarmente, creo que la afecta por todas partes, para exhibir mejor las perfecciones de su
autor”.

Como observamos, Leibniz critica duramente la existencia del infinito, pero después
lo acepta posiblemente debido a algunos pensamientos matematicos-filoséficos cuando
estaba creando el cdlculo infinitesimal. De esta manera estamos observando que algunos
celebrados matematicos no aceptaban al infinito actual por las cosas” raras” que se obtenian
con su aceptacion. Asi, hemos visto que el siglo XIX Cauchy y Gauss dieron duras criticas al
infinito como un elemento o un ser matematico. Pero, por esta época aparece un singular
personaje: Bernhard Bolzano (1781- 1848) a quién le debemos una importante contribu-
cion hacia la formulacién de la futura teoria de conjuntos por G. Cantor y se le considera un
precursor de la “aritmetizacion del analisis”; Bolzano proclama la necesidad de rigorizar el
analisis. Lamentablemente sus trabajos al respecto fueron ignorados por sus contempora-
neos; jen dichos trabajos Bolzano fue el primero en aceptar la existencia del infinito actual y
tratd de hacer un estudio sistematico del infinito actual!' Destacamos que, en 1851, tres afos
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después de su muerte, se publican su obra “ Paradojas del Infinito “ en donde se clarifica
el camino de la futura teoria de conjuntos; nos da reflexiones sobre el infinito tanto en el
aspecto filosoéfico, matematico y fisico. Bolzano profetisa la idea de “correspondencia biuni-
voca’, idea que usaria Cantor para dar sus célebres ejemplos y contraejemplos. Aln mas, via
esta idea Bolzano proclamé que en el caso de conjuntos infinitos una parte propia podia ser
equivalente (o “igual” en el numero de elementos) al conjunto total!; asi, por ejemplo, dice
que el intervalo (0,5) y el intervalo (0,12) pueden ser puestos en correspondencia biunivoca
via la relacion y = 12/5x, no obstante que (0,5) esta propiamente contenido en (0,12). Sos-
pechamos que esta declaracién de Bolzano debe haber causado mucha polémica entonces.
Pero aun mas dio mas afirmaciones revolucionarias: “ afirmé que habia diferentes nimeros
transfinitos para diferentes conjuntos infinitos’, algo que Cantor corrigié afos después pues
Z (enteros) = Q (racionales) tienen el mismo nimero transfinito, el enumerable. Asi, se podria
afirmar con justicia que Bolzano fue el gran precursor de la teoria moderna del infinito, y
posiblemente de la teoria de conjuntos. Estamos en el siglo XIX.

GEORGE CANTORY LA TEORIA DE CONJUNTOS.

“Las generaciones futuras contemplaran la teoria de conjuntos infinitos como una en-
fermedad de la que nos hemos recuperado”. Henri Poincaré (1908).

G. Cantor nacio el 03 de marzo de 1845 en San Petersburgo; sus padres fueron judios
puros. Desde muy joven mostré buenas condiciones para la matematica y por ello quiso ser
matematico como profesidén pero su padre deseé que fuera ingeniero; Cantor obedecié a su
padre y comenzé sus estudios de ingenieria pero cuando George tuvo 17 anos su progenitor
le dio libertad para que estudie matematicas, lo que el joven le agradecié de todo corazén
e inicia sus estudios en Zurich (1862) en matematica, fisica y filosofia teniendo como ma-
estros a los reconocidos matematicos Kummer, Weierstrass y Kronecker. En 1868 se gradua
de Doctor por la Universidad de Berlin siendo su tesis sobre teoria de nimeros. En 1868-69
publica tres articulos donde dos de ellos lo conducirian a la teoria del infinito; ahi estudia
las propiedades de los numeros irracionales. Kronecker comienza a no gustar de los trabajos
del joven matematico y en el futuro seria un duro critico de la teoria de conjuntos y de su
autor. En 1870 Cantor ingresa como profesor ayudante en 1a universidad de Halle, instituci-
on donde se produciria una hermosa historia matematica pues en esta universidad estaba el
matematico H.E. Heine quien estaba trabajando en series de Fourier y propuso a Cantor un
crucial problema en relacion a las series trigonométricas; Heine se convierte en el orientador
de George y en el periodo de 1870-72 publica cinco articulos en donde estudia ciertos tipos
de sumas infinitas. Se observa que por esta época ya la idea del infinito en potencia esta en
la mente de Cantor, pero aun no la del infinito en acto.

El primer articulo revolucionario de Cantor aparece en 1874:" Sobre una propiedad
caracteristica de la totalidad de los numeros reales algebraicos’, trabajo en donde esta la gé-
nesis de lo que seria la“ teoria del infinito”. Se esta entrando en terrenos en donde se discute
cuestiones esenciales del modo de pensar de muchisimas generaciones; por esta razén el
gran matematico Weierstrass le aconsejé que tratara de ocultar las novedosas consecuen-
cias que Cantor postulaba. Recordemos que desde tiempos antiquisimos los matematicos,
los filésofos y los tedlogos tuvieron un serio respeto y misterio por lo“muy grande“y por“lo
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inmenso” del universo; y aun en el siglo XIX el infinito se discutia con cierta prudencia; por
lo opuesto, por lo infinitamente pequeno también se discutia con el recelo del caso. Pero, la
idea del infinito aparecia en muchas investigaciones aun cuando se deseaba evitarlo.

En 1874 Cantor publica un trabajo donde vislumbra al escenario cientifico pues prue-
ba que cualquier segmento de recta contiene infinitos nimeros trascendentes [un nimero
es trascendente si no es raiz de ninguna ecuacién algebraica con coeficientes enteros. El
numero “ e “ es trascendente. Un numero que no es trascendente, se llama algebraico], lo
que logra mejorar su método para probar que los nimeros racionales es un conjunto nu-
merable. En posteriores trabajos Cantor obtiene resultados increibles para el razonamiento
tradicional y por tal motivo recibié severas criticas, sobre todo de Kronecker quien lo calificé
de “ charlatan cientifico’, entre otros duros calificativos; y todo porque Cantor hace uso del
infinito en acto, es decir, del infinito como un“ser” matematico. Mencionemos que Cantor no
tenia un caracter fuerte y ya padecia de ciertas dolencias mentales; esto unido a las fuertes
criticas a su obra, le produjo crisis en su salud fisica y mental. Asi, en 1884, cuando tenia 40
anos Cantor comienza a sufrir de colapsos nerviosos y aun asi trabaja intensamente ata-
cando problemas muy complejos. Los sorprendentes resultados a los que estaba llegando
le causa estados de fatiga, de ansiedad, de depresion, ... y por ello tuvo que ser internado
en hospitales de reposo y salud mental. En este escenario Cantor hasta llegé a dudar de su
propia teoria; fueron anos muy dificiles para la matematica, y para la filosofia en general. Y
llegamos al siglo XX.

Cantor defiende su teoria con una fe religiosa; dice

“Mi teorfa se yergue firme como una roca .., he seguido sus raices hasta la causa prime-
ra e infalible de todas las cosas creadas’

Como apreciamos, la vida de Cantor fue una pasion; sus dolencias no le dejaban mo-
mentos de tranquilidad para investigar, pero aun asi no se dejaba vencer por las dificultades;
ofrecia conferencias sobre todo dedicadas a las paradojas que surgian en su teoria de los
conjuntos. En 1890 es reconocido y distinguido al ser nombrado como el primer Presidente
de la Unién Matematica Alemana. En 1904 asiste al tercer Congreso Internacional celebrado
en Alemaniay a partir de esa fecha su salud le impide publicar articulos; en 1913 se jubila de
la Universidad de Halle y debido a la | Guerra Mundial no se puede celebrar una reunién en
su homenaje por sus 70 anos en 1915. Dos afos después, en 1917, Cantor es hospitalizado
en una clinica psiquidtrica; su estado es delicado y el 06 de enero de 1918 George Cantor
fallece cerrando sus ojos para abrirlos en el mundo maravilloso del infinito!

La posteridad reconoce que Cantor fue un gran matematico, un profundo visionario
de nuevos universos matematicos, que por primera vez el mundo cientifico conocié.

“La teorfa de Cantor me parece el fruto méas admirable de la mente humana y una de

las conquistas mas preciosas de los procesos intelectuales del hombre ... nadie nos
expulsara del paraiso que Cantor ha creado para nosotros” David Hilbert
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LA TEORIA DE CONJUNTOS

En la segunda mitad del siglo XIX la matematica progresé en muchas teorias muy
novedosas; los matematicos comenzaron a romper “tabus” y comenzaron a pensar con li-
bertad, guiados por nuevas visiones del mundo matematico. Introdujeron teorias “atrevidas”
para el clasico modo de pensar; tal fue el caso de las geometrias no-euclideanas, el dlgebra
moderna, ... Weierstrass introdujo la idea de limite de un modo formal, idea que desterré a
los infinitésimos y en su formulacién estuvo la idea del infinito; asi, se entraba a la etapa de
la “aritmetizacién” del cdlculo infinitesimal, donde la nocién del nimero real fue basico, y

muchos otros aspectos, jdonde aparece latente el infinito!

Como ya hemos mencionado, Cantor Illega a Halle en 1870 y el profesor Heine le
propone estudiar el problema de la descomposicién de una funcién perioédica en su serie de
Fourier. Heine obtuvo algun os progresos al respecto al establecer que si la funcién no posee
“saltos” (discontinuidades) o si en cada periodo tiene un nimero finito de discontinuidades,
entonces prueba que tal representacién es Unica. Quedaba abierto el problema de probar
la unicidad (de tal descomposicion) en el caso general; es decir, jinvestigar qué sucede si
la funcién tuviera un ndmero infinito de discontinuidades! . .. En 1870 Cantor logra unos
primeros resultados al establecer que si las discontinuidades estuvieran distribuidas de un
modo “ conveniente” entonces se tiene la unicidad de la representacion. Tal modo significa
que las discontinuidades deben satisfacer ciertas condiciones, pero explicar estas condicio-
nes de un modo preciso “ no es facil’, (jesta entrando en el mundo del infinito!). Posterior-
mente, en el periodo 1870-72. logra resolver el problema de la unicidad de la representacién
de una funcién en su serie de Fourier. Se remarca que Cantor obtiene la unicidad si en cada
periodo hay infinitas discontinuidades, pero” no tantas “; es decir, pareciera sentir la necesi-
dad de conjeturar que hay infinitos “ mayores “ que otros infinitos. Por esa época se conocia
a los infinitos numerables, asi como los infinitos no numerables, como los nimeros reales.

Cantor estaba entrando a dominios muy delicados ya que surgia el infinito en el ho-
rizonte. Recordemos que Euclides afirmé:

“‘dado cualquier cantidad finita de ndmeros primos, siempre existe uno mas”.

Es decir, existen infinitos nimeros primos en potencia, no en acto, pero, por esta épo-
ca Cantor afirma:“para tener la unicidad de la representacién se debe aceptar que el conjun-
to de discontinuidades debe ser un conjunto infinito en acto” Ademas, sus investigaciones
lo conducen a tener que comparar entre si diferentes conjuntos infinitos y llega a descubrir
que...jjhabia conjuntos infinitos mas grandes que otros conjuntos infinitos!! De esta mane-
ra Cantor llega al paraiso temido por miles de afios. Exclama: “Lo veo, y no lo creo “. Estos
resultados fueron un tanto “peligrosos” para el ambiente de entonces y recibié durisimas
criticas de L. Kronecker y llegd a oponerse para que Cantor fuera profesor de la Universidad
en Berlin. Sus trabajos fueron publicados en 1883 en “Fundamentos para una teoria general.
de conjuntos. Una investigacién matematica-filoséfica sobre la teoria del infinito”
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HACIA UNA ASOMBROSA CADENA. ALGUNOS EJEMPLOS.

El Cardinal de los Numeros Naturales y Reales

Demos la idea. Sea el conjunto de los numeros naturales N = {1 ,2 ,3, ..., n, ..}, un
conjunto infinito. El nimero cardinal asociado a N es la clase de equivalencia de todos los
conjuntos que estan en relaciéon uno a uno, biyectiva, con los elementos de N. A este nimero
cardinal Cantor le llamé “Alef” subcero, N. Por ejemplo, si

P=1{2,4,6,8, .., 2n,..}, entonces Ny P tienen el mismo cardinal pues

12345 .. n

246810 .. 2n

Si Z es el conjunto de los numeros enteros, entonces Ny Z tienen la misma cardinali-
dad. Ahora veamos al conjunto de los numeros racionales Q; se sabe que, entre dos numeros
racionales, muy préximos entre si, hay infinitos nimeros racionales. Cantor tuvo el ingenio
de probar que se pueden contar los elementos de Q, es decir que N y Q tienen el mismo car-
dinal, el numerable. Observemos que estamos teniendo conjuntos infinitos diferentes pero
que tienen el mismo numero cardinal, el del numerable.Y el conjunto de los nimeros reales
R, itiene el mismo cardinal que N?... En forma sorprendente Cantor dijo que R es un conjun-
to infinito “mds grande” que N; usando un ingenioso método (de la “diagonal”) prueba que
no existe tal biyeccién entre N y R. Por simplicidad verifica primero que el intervalo (0,1) no
es un conjunto numerable; luego que el intervalo abierto arbitrario (a, b) no es numerable.
Y finalmente se prueba que la recta R no es numerable. Cantor llamé al cardinal de R el Alef
subuno N;.

La Naturaleza de los Cardinales Infinitos

Si X es un conjunto (no vacio), X denotara su nimero cardinal. Sean Ay B dos con-
juntos, se define A < B si existe una correspondencia biyectiva entre todos los puntos de
A con un subconjunto de puntos de B. Por ejemplo, N < () pues

123456 ..
11 1
2 3 6
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Se observa que N < @ no es una contradiccién pues se tiene N = Q =Ny pho-
ra Cantor define: A < Bsi A < B pero no existe una correspondencia biyectiva entre A
y B. Por ejemplo, si C, es el nimero cardinal del continuo R, entonces X, < (' pues se tiene

‘2w 3w 4w S5m nm

de esta manera se tiene N < (0, 1) pero no existe una correspondencia biyecti-

va entre Ny (0,1), como ya hemos visto. Por otro lado, se verifico que si A C B, entonces
ACB,

La Conjetura de Cantor
u5iA < ByB < A entonces A = B"

Cantor luch6 por algun tiempo por demostrar esta conjetura en forma satisfactoria
pero no tuvo éxito, lo que le produjo ciertos estados depresivos. En forma independiente
la conjetura fue probada, en forma independiente, por Ernst Schroder en 1896, y por Félix
Bernstein en 1898; por este motivo en la literatura se le conoce como el “teorema de Cantor-
-Bernstein-Schroder”. Como corolario se tiene: Sil es el conjunto de los nimeros irracionales,
entonces se tiene [ = C' (continuo).

El Teorema de Cantor

Cantor continda en busca de resultados en este misterioso mundo del infinito. Asi
se plantea: ;existen conjuntos A tal que C' < A?, donde C es el cardinal del continuo R.
Respecto a esta cuestion Cantor consulto a Richard Dedekind si existe una correspondencia
biyectiva entre el intervalo (0,1) y el cuadrado S que se construye sobre él. Cantor conjeturd
que tal correspondencia no existiria; jpero esto no fue cierto! ... Tal correspondencia si existe,
es decir, se tiene S = (O,_l) = (. Entonces, ;dénde habria que buscar conjuntos cuyos
numeros cardinales sean” mas grandes” que C? ... jexisten estos conjuntos? Se observé que
relacionar (0,1) con el cubo construido sobre él, tampoco se consiguen conjuntos con cardi-
nales mayores que C. Asi las cosas, surgiria la sensacion que C seria el dltimo cardinal transfi-
nito; pero...en 1891, jCantor encontré tales conjuntos de un modo insospechado y simple!
Cantor habia llegado al paraiso maravilloso del universo infinito: “ pudo construir no uno
sino infinitos numeros cuyos cardinales son mayores que C!! Construyé una cadena ordena-
da por la relacion “ menor’, visto antes, de tales nimeros. Veamos la idea. Sea A un conjunto;
la potencia de A es definida siendo el conjunto P(A) de todos los subconjuntos de A. Por
ejemplo, si A tiene n elementos, entonces P(A) = 2", Cantor prueba el esencial resultado:

Teorema de Cantor. Si A es cualquier conjunto, entonces A< P(A).
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De esta manera, como corolario de este teorema, se tiene la asombrosa cadena cre-
ciente de conjuntos infinitos:

N, <C<P(01)<P(P(0,1)) <P(P(P(0,1))) < ..
Asi, esta cadena dice que existen infinitos conjuntos infinitos, uno mayor que el an-

terior, todos ellos mayores que el cardinal de los nimeros reales. Luego Cantor tuvo la dura
tarea de construir una aritmética para estos elementos transfinitos.

La Hipotesis del Continuo de Cantor

Bien, Cantor contintia haciéndose preguntas: sabemos que Ng < C'; ;habra algin
conjunto que como cardinal tiene a tal que No < 3 < C?. Es decir, ;habréa un conjunto in-
finito no-numerable que tenga cardinal menor que el del conjunto de los reales? ... Cantor
investigd esta cuestidn, pero no tuvo éxito; por ello, en 1877, formulé su famosa conjetura:

“la hipétesis del continuo™:

“No existe una coleccién infinita con un cardinal entre el de los nimeros naturales y el
de los nimeros reales”.

Cantor estaba convencido de que su conjetura era verdadera pero no pudo probarla
y esto, posiblemente, le causo severos estados de depresion y su salud no era buena. Cantor
fallecié sin que conociera como quedaba su notable hipétesis. David Hilbert en el Congreso
Internacional de Matematica, 1900, propuso como primer problema a ser resuelto en el siglo
XX, de los 23 que propuso, a la Hipdtesis del Continuo, esto como un reconocimiento y un
homenaje a George Cantor y a su teoria de conjuntos.

La Hipétesis del Continuo fue atacada por notables matematicos; asi Hilbert trat6 de
probarla, pero no tuvo éxito; Aleksandrov probé la hipétesis para conjuntos de Borel. E. Zer-
melo investigo los fundamentos de la teoria de conjuntos; Kurt Godel, en 1938, probé que
la hipétesis no es falsa, y en 1964 Paul J. Cohen (de la Universidad de Chicago} probé que la
hipotesis no es verdadera. Se debe remarcar que las demostraciones de estas conclusiones
fueron hechas dentro de ciertos puntos de vista matematico (hubo diferentes corrientes fi-
losdficas de la matematica). Por otro lado, y de un modo general se tiene: sea A un conjunto
arbitrario, entonces se tiene A < P(A) y en este contexto el matematico Hausdorff estab-
lecié la Hipétesis del Continuo Generalizado:

“no existen conjuntos infinitos Ay B tales que A< B < P(AY,

Posteriormente la teoria de conjuntos fue sometida a un andlisis critico sobre su con-
sistencia matematica, y asi, la Hip6tesis del Continuo continu6 siendo un tema de investiga-
cion.

ALGUNAS REFLEXIONES PEDAGOGICAS

El objetivo de estas breves reflexiones es contribuir a que en las universidades y aun
en los colegios se conozca a G Cantor y su obra en un contexto simple, motivador y no téc-
nico.
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La teoria de conjuntos es fundamental en la ensefianza de matematica. Debe ser en-
sefiada con el rigor adecuado al nivel de los estudiantes que se tenga.

Lo anterior exige que tengamos profesores con la suficiente formacion matematica
y esto, en algunos paises, es un problema porque la matematica no es comprendida en su
valor nacional, y en consecuencia hay descuidos en muchos centros de formacién de profe-
sores a nivel de secundaria.

A nivel de universidad el panorama, en general, de la teoria de conjuntos es no bue-
na ya que ella, creemos, no es bien conocida en sus fundamentos ni en su historia y por ello
su ensefanza es, a veces, distorsionada y no adecuada a la realidad de un mundo técnicoy
académico actual.

Conocer la vida de Cantor y la evolucién de su obra puede despertar vocaciones en
los jévenes estudiantes de ciencias; en todo caso es un complemento util a que la ensefanza
de la matematica sea mas rica y “humana”.

Los anteriores argumentos nos conducen a que las universidades ofrezcan cursos so-
bre historia de la matematica cuidadosamente elaborados. Tales cursos contribuirian a que
nuestros profesores sean cultos en la ciencia que ensefian. Ahora hay libros muy motivado-
res, ilustrados y escritos por especialistas, sobre la historia de la matematica.
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