7]
(4]
o
k=]
M)
S
[<P]
e
>
(4]
v
(4]
-
©
e
.£
L
[P]
v
=)
.2
c
=)
N
(4]
(S
<
S
a.

imposio

SPAHMat

Artigos | 1°S

N. 49, €2024006
Revista Matematica, Ensino e Cultura € 10.37084/REMATEC.1980-3141.2024.n49.€2024006.id661

Trazando el camino: Integracion de la Historia
de las Matematicas en la formacion docente
para un cambio de paradigma

Charting the Path: Integration of the History of Mathematics in Teacher
Education for a Paradigm Shift

Tracando o Caminho: Integracao da Histéria da Matematica na Formacao
de Professores para uma Mudanca de Paradigma

Roberto Vidal Cortés’

RESUMEN

En este articulo, presentaré la importancia de integrar la Historia de las Matematicas en la formacidn del profesora-
do de Matemdticas, la que es crucial para comprender contextos histéricos y superar el enfoque descontextualiza-
doy despersonalizado de su ensefianza. Al respecto, argumento la necesidad del cambio de paradigma a través de
la puesta en escena de la vigilancia epistemoldgica de los objetos de ensefianza, proponiendo algunos ejemplos de
tareas y actividades de recontextualizacién histérica para su implementacién y reflexion en la formacién docente.
Palabras clave: Historia de las Matematicas, vigilancia epistemoldgica, formacién docente en Matemadticas,
recontextualizacion.

ABSTRACT

In this article, | will present the importance of integrating the History of Mathematics into Mathematics teacher
education, which is crucial for understanding historical contexts and overcoming the decontextualized and de-
personalized approach to its teaching. In this regard, | argue for the necessity of a paradigm shift through the
enactment of epistemological surveillance of teaching objects, proposing some examples of tasks and activities for
historical recontextualization for their implementation and reflection in teacher education.

Keywords: History of Mathematics, epistemological surveillance, mathematics teacher education,
recontextualization.

RESUMO

En este articulo, presentaré laimportancia de integrar la Historia de la Mateméticas en la formacién del profesorado
de Matematicas, la que es crucial para comprender contextos histéricos y superar el enfoque descontextualizado
y despersonalizado de su ensefianza. Al respecto, argumento la necesidad del cambio de paradigma a través de la
puesta en escena de la vigilancia epistemoldgica de los objetos de ensefianza, proponiendo algunos ejemplos de
tareas y actividades de recontextualizacién histérica para su implementacién y reflexion en la formacién docente.
Palavras-chave: Historia de la Matemadticas, vigilancia epistemoldgica, formacién docente en Matemadticas,
recontextualizacién.
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Trazando el camino: Integracion de la Historia de la Matematica en la formacién docente para un cambio de paradigma

INRODUCCION

En el ambito de la investigacién en Didactica de la Matematicas, estudios como los
de Vidal, Quintanilla y Maz (2010), asi como los de Torres, Guacaneme y Arboleda (2015),
resaltan la importancia de integrar la Historia de la Matematicas (HM) en la formacion de los
profesores de Mateméticas. Este enfoque ha ido cobrando relevancia en las ultimas décadas
como respuesta a la necesidad de superar la vision estatica y dogmatica de las Matematicas
en las aulas. Sin embargo, esta integracion se vuelve ain mas crucial en la actualidad, dada
la proliferacién de recursos tecnolégicos en el mundo postpandemia, como los numerosos
videos educativos de acceso gratuito en plataformas como YouTube, el uso persistente de
libros de texto y el continuo desarrollo de herramientas basadas en Inteligencia Artificial.

En este contexto, la HM puede ser fundamental para disefar actividades que pro-
muevan el entendimiento de los contextos historicos en los que surgieron los conceptos
matematicos, destacando las controversias, los avances y los retrocesos que caracterizan el
desarrollo de esta disciplina. Sin embargo, es comun encontrar que los recursos de apren-
dizaje actuales se centran principalmente en la ensefianza de conceptos y propiedades, de-
jando de lado los procesos de elaboracién desarrollados por las comunidades cientificas.
Esto conduce a una vision de la historia de las Matematicas como una mera acumulacion de
conocimientos despersonalizados, descontextualizados y deshistorizados.

La inclusion de la HM permite humanizar el conocimiento matematico al contextua-
lizarlo y temporalizarlo. Como sefala Chevallard (2005), esto implica una transformacién del
saber cientifico, inicialmente impersonal, en un conocimiento susceptible de ser ensefiado.
Ademas, la HM facilita la comprensién de las razones que motivaron la creacién del conoci-
miento matematico y el surgimiento de ideas clave, revelando las presiones, motivaciones y
practicas que influyeron en dicho proceso. Esto nos lleva a reconocer el dinamismo inheren-
te a la ciencia, en particular a las Matematicas.

Tradicionalmente, tanto en la enseflanza como en la divulgacién cientifica, se ha
puesto énfasis en los resultados, presentando a los cientificos como genios aislados cuyas
obras deben ser veneradas y aprendidas. Sin embargo, este enfoque limita la capacidad de
los estudiantes para reflexionar sobre el mundo que les rodea, cuestionarlo y participar en
su transformacion, manteniendo un sentido ético y de justicia social.

En la primera parte de este documento, se argumentara la necesidad de un cam-
bio de paradigma en las practicas docentes en las aulas de Matematicas, identificando la
explicacién por parte de los docentes como una caracteristica del modelo epistemolégico
predominante en dichas practicas. Posteriormente, se presentara el concepto de vigilancia
epistemolégica como fundamento para una mayor incorporacion de la HM en la formacién
docente. Finalmente, se ofrecerdn dos ejemplos de propuestas para trabajar con los futuros
profesores de Matematicas.

MARCO TEORICO

Aqui desarrollaré algunos sustentos tedricos para fundamentar por qué la Historia de
la Matematicas (HM) es una componente meta-tedrica adecuada para orientar la formacién
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de docentes en Matematicas. Por un lado, examinaré la necesidad de un cambio de para-
digma en la ensefianza de Matematicas, y por otro lado, exploraré el concepto de Vigilancia
Epistemoldgica, que, como veremos, esta estrechamente relacionado.

La necesidad de un cambio de paradigma respecto de la docencia en Matematicas

A menudo se asocia el acto de “ensenar” con el de “explicar’, al punto de que, para
muchos, la habilidad de explicar claramente es lo que define a un buen profesor. Esta con-
cepcién ha influido notablemente en la ensefianza de las Matematicas, donde el modelo
docente clasico implica que el profesor “transmite” el contenido y el estudiante lo recibe
pasivamente. En una investigacioén realizada en 2020 sobre la percepcién de la preparacién
para analizar, usar y seleccionar textos escolares, ocho profesores reconocieron que estas
tareas las realizan mayormente utilizando el sentido comun, ya que rara vez se enfrentaron
a ellas durante su formacién pedagdgica. Ademas, se observa que los docentes buscan en
los textos escolares “buenas explicaciones” sobre los conceptos y procedimientos, lo que
refleja un enfoque teoricista-tecnicista en la enseflanza, donde el profesor es valorado prin-
cipalmente como “explicador”. Esta atribucion no es fortuita, ya que la historia muestra que
el papel del maestro ha estado histéricamente asociado con ser un buen explicador.

Los primeros registros de actividad Matematicas, como los papiros egipcios y las ta-
blillas babilénicas, muestran que la ensenanza de las Matematicas se basaba en la explica-
cion de procedimientos para resolver problemas. Por ejemplo, el papiro de Rhind es una
coleccién de 84 problemas. Uno de ellos, el problema 50, dice “calcular el area de un campo
circular cuyo didametro es 9 jet”. La solucion la expone mediante los siguientes pasos: resta
al diametro 1/9 del él, lo cual da 1. Quitando al didmetro esa parte, obtienes 8. Multiplica 8
veces 8, por lo que obtendras 64, siendo ésta el area del circulo?.

Las tablillas, por su parte, también se basaban en explicaciones de procedimientos
para determinar la solucién de problemas. Un ejemplo de aquello es el “método akadio”,
conocido como el método de completar cuadrados para resolver ecuaciones de segundo
grado (Puig, 2006).

Hacia el afio 300 a.C. en Grecia, Euclides escribié lo que se convertiria, sin lugar a
dudas, en la obra Matematicas mas influyente de los siguientes 2000 afios, destacando no
solo por su brillante presentaciéon deductiva, sino también por haber establecido el formato
para la redaccién de cualquier documento que aborde una teoria cientifica: “Los Elemen-
tos”. Compuesta por 13 libros, esta obra expone los conocimientos matematicos a partir de
proposiciones iniciales (postulados) y conceptos basicos, tejiendo asi una solida red de pro-
posiciones demostrables (teoremas), cada uno de ellos acompanado de su correspondiente
prueba (demostracion). Desde entonces, “Los Elementos” han sido considerados un referen-
te en la escritura cientifica en Mateméticas, siendo reinstalados como modelo por la escuela
de los Bourbaki en el siglo XX. Esta obra senté las bases de un enfoque de ensefianza carac-
terizado por su tendencia teoricista, el cual ha predominado en la educacion Matematicas
hasta la actualidad, manteniendo la tradicion de la explicacion. En sus paginas, las numero-
sas demostraciones constituyen una practica de explicacién en un contexto de generalidad,

2 Sibien una examinacion a fondo permite inferir que para ellos el drea del circulo la consideraban igual al drea de un cuadrado cuyo lado mide
8/9 del didmetro.
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a diferencia de obras anteriores que se centraban principalmente en ejemplos de problemas
especificos, marcando asi una transicién de la explicacién de procedimientos a la explicaci-
on de propiedades. Posteriormente, otras obras como “Sobre las revoluciones de los orbes
celestes” (Copérnico, 1543) o “Philosophiae Naturalis Principia Mathematica” (Newton, 1687),
son ejemplos notables de textos escritos en otras disciplinas siguiendo el mismo enfoque
euclidiano.

En 1701, se publicdé una obra péstuma de René Descartes, titulada “Regulae ad di-
rectionem ingenii” (Reglas para la direccién del espiritu), la cual quedé incompleta tras su
fallecimiento. En esta obra, Descartes aborda la traducciéon de problemas a ecuaciones. En
relacién a esto, Puig (2006) menciona que en su libro “Mathematical Discovery’, publicado
por primera vez en 1962, Polya retoma estas reglas de Descartes y las reformula como pasos
para la resolucion de problemas utilizando el algebra, como se muestra a continuacion:

Figura 1-La resolucién de problemas en la historia de las Matematicas

(1) En primer lugar, comprender bien ¢l problema, luego convertirlo en la determinacion de
cierto nimero de cantidades desconocidas. (Reglas XIIT a XVI)

[...]

(2) Examinar el problema de la manera mas natural considerandolo como resuelto y
presentando en un orden conveniente todas las relaciones que deben verificarse entre las incognitas
y los datos segin la condicion planteada. (Regla X'VII)

-]

(3) Separar una parte de la condicién que permita expresar una misma cantidad de dos maneras
diferentes vy obtener asi una ecuacion entre las incognitas. Descomponer eventualmente la

condicién en varias partes. Obtendréis asi un sistema con tantas ecuaciones como incdgnitas.
(Regla XIX)

[--.]
(4) Transformar el sistema de ecuaciones en una tnica ecuacion. (Regla XXI) (Polya, 1966, pp.
27-28)
Fuente: Puig (2006)

Esto resalta otro aspecto relevante: la necesidad de establecer métodos para abor-
dar tareas especificas. En la década de 1960, Polya se dedicé al estudio de la resolucion de
problemas matematicos con el objetivo de mejorar su ensefanza. Su enfoque heuristico,
como se evidencia en el recuadro anterior, estda completamente justificado dado el modelo
predominante de “explicacion” en la ensefianza.

En la historia del dlgebra, la contribucion del astronomo y matematico persa Muham-
med ibn Musa Al-Khwarizmi en el siglo IX d.C. no escapa a este patron. En su obra “Al-Jabr
w’al-Mugabala”’, demuestra cémo resolver seis tipos de ecuaciones. Este enfoque detallado,
que explica el proceso paso a paso, se ilustra con el ejemplo de cobmo resuelve la ecuaciéon
x*+21=10x:
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Figura 2 - Resolucién geométrica de la ecuacién x>+ 21 = 10x
Haciendo el cuadrado ab que representa a x> (unidades de area) y el rectangulo
bg que representa 21 (unidades de area), el rectangulo total hg que comprende el
cuadrado ab y el rectdngulo bg debe tener drea 10x, por lo tanto, el lado ag debe
medir 10 unidades.

a ; g

[ : = —n

h b e [n

N -
3 -
"

Fuente: Moreno J. & Lilian W. (2005)

El enfoque predominante en la ensefianza basado en la explicaciéon se establece de
manera natural, inspirado por las grandes obras Matematicas y de otras disciplinas, como he
sefialado anteriormente. En el siglo XX, el auge del estructuralismo como corriente filosofica
permeo la practica Matematicas, otorgando aun mas importancia a la comunicacién a través
de explicaciones. El estilo euclidiano, fortalecido por Bourbaki dentro del marco del estruc-
turalismo, se ilustra claramente en el siguiente extracto:

Figura 3 - Estilo euclidiano para introducir un concepto

1. DERIVATIVE OF A VECTOR FUNCTION

DEFINITION 1. Let f be a vector function defined on an interval | C R which
does not reduce to a single point. We say that § is differentiable at a point xq € 1 if
l f(x) — fixg)
im -
X=Xy NEl XNy X = Xp
value of this limit is called the first derivative (or simply the derivative) of T at the
point xp, and it is denoted by £'(xg) or Df(xg).

exists (in the vector space where ¥ takes its values); the

If f is differentiable at the point xq, so is the restriction of f to any interval J C [
which does not reduce to a single point and such that x; € I; and the derivative of
this restriction is equal to f'(x). Conversely, let J be an interval contained in I and
containing a neighbourhood of x; relative to [; if the restriction of f to J admits a
derivative at the point xp, then so does f.

Fuente: Bourbaki (1949)

El estilo del quehacer matematico, fundamentado en un enfoque estructuralista y re-
vitalizado por el euclidianismo, refleja en su forma de comunicar las Matematicas la influen-
cia de presentar la ensefianza desde una perspectiva deductivista de conceptos, definicio-
nes y propiedades de los objetos a ensefar. Esto ha normalizado una pedagogia dogmatica
y absolutista, con una marcada tendencia a la exclusién al tratar las Matematicas como un
lenguaje abstracto reservado para unos pocos privilegiados. En el ambito escolar, este en-
tendimiento se limitaba a explicaciones sobre procedimientos, lo que relegaba al estudiante
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a la ejecucién de rutinas y la memorizacion de férmulas y propiedades para su aplicaciéon en
la resolucion de problemas.

El fracaso de la Reforma de las Matematicas Modernas evidencié que este enfoque
de ensenanza basado en la instruccion dogmatica no era adecuado para las aulas. Se creia
que la repeticién de rutinas y la automatizacién de procesos serian suficientes, pero esto no
garantizaba la comprensién real del contenido por parte de los estudiantes. Los avances tec-
noldgicos han vuelto obsoletas algunas tareas relacionadas con célculos y procedimientos
en general, y la Inteligencia Artificial plantea el desafio de cdmo incorporar estos avances al
aula de Matematicas para abordar los problemas del siglo XXI.

Desde diversas perspectivas tedrico-filoséficas en Didactica de las Matematicas, se
reconoce la obsolescencia del modelo docente clasico centrado en el “buen explicador”. En
la actualidad, se requieren competencias que vayan mas alla de la habilidad en calculos,
como la toma de decisiones, la argumentacién y la modelacion Matematicas, que se alineen
con la revolucién digital en la que estamos inmersos. Es necesario que los profesores transi-
ten desde la ensefanza via la explicacién a ser disefiadores, implementadores y evaluado-
res de situaciones de aprendizaje que promuevan la participacion activa de los estudiantes
en la construccion de conocimientos. Esto implica una revisidon en los discursos y practicas
educativas, asi como el desarrollo de recursos pedagdgicos que estimulen la resolucién de
problemas y la construccion colaborativa de conocimiento.

Los avances tedricos en Didactica de las Matematicas y las herramientas tecnolégicas
disponibles nos indican que estamos avanzando en esta direccion. Disefar, implementar y
evaluar actividades de aprendizaje matematico es hoy el eje central de un nuevo paradigma
docente en construccion. Aunque existen diversas aproximaciones para lograr este cambio,
en el siguiente apartado presentaré un constructo tomado de la Didactica de la Matemati-
cas francesa que considero puede guiar acciones concretas en la formacion del profesorado

Vigilancia Epistemolégica

Tres preguntas a cualquier persona mayor de edad y sus respectivas respuestas nos
invitan a reflexionar y entrar en el referente tedrico de esta comunicacién ;Qué es“hacer Ma-
tematicas”para Ud.?, ;Con qué asocia “éxito”y “fracaso” en Matematicas?, ;Qué le gustay qué
no de las Matematicas? “Hacer Matematicas” les recordara probablemente su etapa escolar,
por lo que hacer Matematicas en ese contexto, consistia en hacer ejercicios, calculos, emple-
ar férmulas. El éxito posiblemente lo asociardn con la rapidez en realizacién de célculos, el
conocimiento de ciertos atajos y tal vez la memorizacién de algunas propiedades, mientras
que el fracaso, con el haberse equivocado en un “signo”, no entender realmente para qué
se les pedia hacer cosas sin sentido o no haber podido captar esa esencia abstracta de las
Matematicas. Esto ultimo conduce a las respuestas esperables en cuanto a lo que les gusta
o no de las Matematicas, lo que devela practicas docentes enmarcadas en la mecanizacion,
seguimiento de rutinas y foco en el resultado de un determinado ejercicio. En la Historia
de la Educacién Matematicas, centrarse en estos aspectos del que-hacer matematico en el
aula, fue producto del fracaso de la Reforma de las Matematicas Modernas, la que tuvo lugar
durante los anos de 1960 y que en América Latina convirtio los curriculos oficiales en copias
de la actividad cientifica Matematicas, introduciendo desarrollos modernos de conocimien-
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to tales como la Ldgica y la Teoria de Conjuntos, los que se pensaban como indispensables
para el aprendizaje de las Matematicas, incluso desde los primeros afnos de escolaridad (Kli-
ne, 1973). Los numeros enteros se debian obtener mediante una construccion via clases de
equivalencia, se introdujo el estudio del supremo de un conjunto de nimeros para transitar
de los racionales a los reales, se reemplazo la geometria sintética de Euclides en una geo-
metria con perspectiva vectorial y analitica, un introductorio estudio de las estructuras alge-
braicas, entre otros temas que, hasta ese entonces, tenian un lugar en la educacién terciaria.

Chevallard (2005) en su Teoria de la Transposicion Didactica, se posiciona revolucio-
nariamente para aquel entonces, en una perspectiva epistemoldgica que hace ver por pri-
mera vez, la existencia de dos tipos de Matematicas: las Matematicas formales o cientificas
que denominada como Saber Sabio y las Matematicas escolares, las que son producto de
una serie de decisiones y procesos en los que intervienen distintos actores, desde los ma-
tematicos productores de conocimiento, que para presentar a la comunidad cientifica sus
hallazgos y propuestas, han de despersonalizar, descontextualizar y des-historizar ese nuevo
saber construido. Ese saber tiene los rasgos de abstraccion propios de la época en que son
comunicados y discutidos por la gente de ciencia. No esta pensado para ser ensefiable en la
escuela, sino para ser compartido y examinado por matematicos profesionales. Un proceso
absolutamente diferente ocurre cuando se pretende hacer ensefable un saber cientifico y
este es el gran aporte de esta teoria de la transposicion didactica, la que postula la existencia
de un saber sabio o cientifico a un saber ensefiado (en una escuela, liceo o incluso en la edu-
cacion terciaria). Este proceso se puede determinar a través de una transposicion externa,
que produce una propuesta de saber ensefiado, denominada saber a ensenar, que tal como
se indica en su nombre, establece las condiciones bajo las cuales ese saber cientifico de
referencia, puede transformarse en una propuesta educativa en algun cierto nivel. Se suele
denominar externa, pues es “externa al docente’, es decir, en esas instancias de transforma-
cion de saber sabio a saber a ensefiar, no hay participacién alguna de parte de los docentes.

Es tarea del docente participar en el proceso de transposicion interna, la que admi-
nistra en conjunto con las orientaciones curriculares o del programa oficial y donde pone a
prueba su competencia en el disefo de actividades de aprendizaje.

Figura 4 — Procesos de transposicion externa e interna.

: : _| Objeto de
Objeto de saber ——® | Objeto a ensefiar " ensefianza
Transposicidn externa Transposicién interna

Fuente: Tomado de Alfaro y Cheverria (2012).

No obstante, este proceso, 0 mds bien multiproceso, que conlleva la transformacién
de un objeto de saber cientifico en un objeto de ensefanza, plantea la cuestion de su legi-
timidad: ;Como podemos garantizar que el objeto de ensefianza es una adecuacion valida
del objeto de saber, sin perder su esencia? Esta interrogante resalta la brecha existente en-
tre ambos tipos de objetos, evidenciando la disparidad entre la Matematicas cientifica y la
que se ensena en el ambito escolar. Chevallard, en este contexto, resalta la importancia de
prestar atencion a las posibles anomalias que pueden surgir durante los procesos de trans-
posicion externa e interna. Advierte sobre el riesgo de trivializar el conocimiento cientifico al
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convertirlo en un saber ensenado, que luego se integra en la cultura general, lo que conlleva
un peligro inherente.

En la Teoria de la Transposicién Didactica, el concepto de Vigilancia Epistemolégi-
ca aborda especificamente esta problematica sobre los docentes y su responsabilidad de
transformar el saber a ensefar en un saber ensefado efectivo. Asi, la banalizacién e incluso
la mutilacién de los objetos de saber se convierten en fendmenos asociados a los procesos
de transposicion didactica.

Un ejemplo de recontextualizacion para introducir los nimeros complejos

Partamos de la premisa fundamental de que, para lograr el compromiso de los estu-
diantes con una tarea Matematicas, es imprescindible que perciban una necesidad inheren-
te en ella. Bajo el modelo del profesor como mero transmisor de conocimiento, el aprendi-
zaje se convierte en una imposicion de lo que se debe estudiar, sin considerar la necesidad
real de dicho conocimiento. Sin embargo, al introducir la problematizacién en el aula como
una estrategia clave, la necesidad de estudiar algo surge de manera intrinseca a partir de la
situacion problematica planteada a los estudiantes. Esto coincide con las diversas corrientes
de la Didactica de las Matematicas que colocan la resolucion de problemas como el nucleo
de la actividad Matematicas.

Recontextualizar el conocimiento matematico establecido en un programa o curri-
culo escolar se convierte en una tarea crucial al disefar clases. Sin embargo, es importante
tener en cuenta que esta recontextualizacién debe ser pensada desde una perspectiva pe-
dagdgica, considerando el contexto especifico de los estudiantes. Desde un enfoque didac-
tico-epistemolégico, podemos buscar ideas de recontextualizacién del conocimiento que
se espera reconstruir en el aula. Esto implica recuperar el contexto en el cual el objeto de
ensefnanza surgio en la historia para abordar algun problema, el cual, en el modelo educati-
vo actual, podria haber sido pasado por alto.

Por ejemplo, el estudio de los numeros complejos dentro del modelo tradicional del
profesor como simple explicador se reduce a la necesidad de extender el conjunto de los
numeros reales para garantizar que todas las ecuaciones de segundo grado tengan solucio-
nes en este nuevo conjunto. Esta motivacion inicial se centra en la imposibilidad de resolver
la ecuacion cuadratica. Sin embargo, segun Bagni (2001), se puede explorar una propuesta
alternativa para introducir los nimeros complejos a estudiantes de 16 a 18 anos, basada en
el problema historico abordado por Bombelli en el siglo XVI, que condujo a la solucién de
una ecuacion cubica. Esta aproximacion histérica puede ser una pista valiosa para motivar el
estudio de nuevos conceptos numéricos, como los nimeros complejos.

..."los efectos de las selecciones que hace un profesor deberén ser verificados de ma-
nera experimental: la presencia de esta area experimental refuerza el uso de la HM, al
mismo tiempo que cambia los lineamientos de la investigacion educativa y brinda un
estado epistemoldgico particular” (Bagni, 2001, p.1)

La propuesta implementada por Bagni se inspira en el trabajo histérico matematico
de la resolucién de ecuaciones de tercer grado por los italianos Gerolamo Cardano, Nicolo
Fontana y Rafaél Bombelli principalmente. De este modo, trabaja con un grupo control al
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que se le presentan los numeros complejos desde la perspectiva algebraica predominante,
desde la resolucion de la ecuacion x?+ 1 = 0, para luego despejar la incognita y proponer
que x = 7 0 bien x = —3, para luego desde alli sequir la rutina de resolucién para otras ecua-
ciones. El grupo experimental, en cambio, trabajara desde el caso histoérico de la ecuacion
cubica x3—15x—4 = 0. Los resultados que obtiene refiere a que la aceptacién de la soluciéon
con numeros complejos, mejora sustancialmente cuando se utiliza la ecuacion cubica en
relacién a la cuadratica.

El problema en el que nos encontramos en el caso chileno y en otros paises en cuyos
curriculos de secundaria se introducen los nimeros complejos, es que las ecuaciones de ter-
cer grado estan ausentes de los programas. Solo se estudian ecuaciones de grados 1y 2. En
este escenario adverso para la propuesta de Bagni, podria pensarse en modificar el curriculo,
sin embargo, desarrollaré aca otro posible abordaje para dar sentido a los nimeros imagina-
rios, como antesala de los numeros complejos, sin necesidad de estudiar las ecuaciones cu-
bicas, interpretando la genial idea que desde la geometria ha sido divulgada por los trabajos
de Robert Argand y luego por Caspar Wessel, con el propésito de dotar al profesorado de un
conocimiento histérico olvidado, que al menos pretenda originar discusion en la colabora-
cién en el profesorado para enfrentar el disefio de actividades y tareas Matematicas para el
aula, idealmente en la formacion inicial docente.

La genial idea que se le atribuye a Argand, consiste en ubicar en la recta numérica
un numero -a, a partir de partirse de la ubicaciéon conocida de a en la recta numérica, apli-
cando una rotacion en 180° en torno al punto de abscisa cero con un dngulo de 180°. En el
aula escolar, la practica de ubicar nUmeros negativos en la recta mediante la rotacion de los
puntos cuyas abscisas sean nimeros positivos, constituye una tarea inicial para comprender
la naturaleza del nimero que sera presentado como la “unidad imaginaria”

Es asi como la ecuacién x*+ 1 =0, requiere de una solucién tal que su cuadrado sea
igual a —1.Sii es tal nimero, entonces debe contar con la propiedad de que = —1, sin nece-
sidad de acudir a expresiones con radicales, salvaguardando el hecho de que el signo radical
se utilice como una funcién real de variable real.

Por otra parte, una composicion de dos rotaciones de 180° en torno a un mismo cen-
tro, genera la identidad, por lo que al multiplicar a por (-1) dos veces seguidas, se obtendra
el mismo nuimero a.

Dicho de otro modo, siendo P el punto de abscisa b, lo que simbolizaremos como
P(b), se tiene que:

(Rot(0,180°)°Rot(0,180°))(P(b)) = Rot(0,360°)(P(b)) = P(b)

puesto que la rotacion en 360° se puede interpretar como la rotacién compuesta de
dos rotaciones del mismo centro en giros de 180°.

Aqui ya tenemos un resultado importante: multiplicar b>0 por # correspondera a
una rotacién del punto de abscisa b, para encontrar el lugar en la recta del nimero —b<0.
Pero también, multiplicar dos veces seguidas por #, corresponde a la identidad multiplica-
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tiva, es decir, por 1, lo que lleva a pensar en la posibilidad de aceptar que el nuevo numero
satisface que:

b-?= -b
yque (b-#)-#= 10

Si aceptamos introducir el uso de la propiedad asociativa® obtendriamos algo mas:
(b'iz)'izz b (Z'z'??) — b

mostrando que es necesario en tal caso, admitir que - *= 1. Explorando mas all3,
si se extendiera la propiedad a"* a*= a"'* para el nuevo nimero i, tendriamos que #*— 1.

Los nuevos desarrollos al parecer llevan por buen camino, pues multiplicar por 1 o lo
que es lo mismo ahora, multiplicar por * nos otorga otra representacion del numero real 1.
Seria legitimo preguntarse a donde nos llevaran estas creaciones.

Si multiplicar b por #* tiene el efecto de una rotacién en 180° en torno al cero, obte-
niéndose —by multiplicar a por 7* se interpreta como una rotacién en 360° en torno al cero,
resultando el mismo b, otra nueva conjetura asoma: multiplicar por 7 deberia corresponder
a una rotacién en 90° con respecto al cero.

Esta arriesgada propuesta, muestra por qué los nimeros imaginarios no pueden es-
tar en la recta real, sino en una recta perpendicular a ella por punto de abscisa cero.

Los nuevos numeros, definidos como producto del real b escogido por la unidad ima-
ginaria, resultan estar situados en una semirrecta perpendicular en el origen, a la recta real y
que tiene su punto inicial en tal punto. Si se escogen reales negativos, al multiplicarlos por i,
la rotacion en 90° los dejara situados en la semirrecta opuesta, por lo que en general, el pro-
ducto b4, con be R, conforma un nuevo “eje graduado’, similar a la recta real, perpendicular a
ésta en un “origen” para ambos, que logra separar a los nuevos numeros de la forma b4, con
be R, que se suelen denominar “nimeros imaginarios”.

Aunque esta propuesta podria expandirse para abordar la nocién de numeros com-
plejos a través de la construccién del Plano de Argand, no profundizaré en ese aspecto, ya
que se aleja de los objetivos especificos de este ejemplo.

Lo que resulta notable desde la perspectiva de la construcciéon de significados, un
aspecto a menudo ausente en el modelo educativo predominante, es que esta propuesta
facilita la conexion entre los numeros y el dlgebra con la geometria. Por ejemplo, se puede
explorar el significado del signo menos al estudiar los nimeros negativos y dar sentido a la
igualdad —(—a) = a interpretandolo como el opuesto del opuesto de a es a. Ademads, esta
aproximacion tiene la ventaja de no requerir el estudio de ecuaciones cubicas, las cuales,
aunque presentes en la historia, implicarian una revisién significativa del curriculo escolar,
particularmente en el contexto chileno.

3 En rigor, la asociatividad de la multiplicacion es la de los nimeros complejos. No podemos aun establecer ciertamente aquello en este
momento, por lo cual, aclaramos que se trata de ver que serd necesario establecerla, como se sefala aqui, para que funcione la extension de
la propiedad de multiplicacion de potencias de igual base, en el paso de R al nuevo nimero y luego a los nimeros complejos.
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Una recontextualizacion del teorema de Euclides relativo a los catetos a partir de una
de las demostraciones del Teorema de Pitagoras

Una revision rapida de libros de texto, guias de practica en linea y otros recursos
de aprendizaje revela, como sefalan Gambia y Ballestero (2010), que la ensefianza de la
geometria se centra principalmente en la ejecucién de calculos, la aplicacion de formulas y
la memorizacion de propiedades. Segun Abrate, Delgado y Pochulu (2006), las actividades
geométricas presentadas en los libros de texto argentinos tienden a requerir procesos de
solucién inmediatos o algoritmos, con escaso énfasis en el pensamiento heuristico, reflejan-
do asi el modelo docente predominante en geometria.

En este contexto, el Teorema de Pitagoras suele ser abordado de manera unidimen-
sional, a pesar de contar con una amplia variedad de demostraciones disponibles en obras
como la de Loomis (1972). Esta diversidad de enfoques ofrece una valiosa oportunidad para
explorar la misma propiedad geométrica desde distintas perspectivas, sin embargo, esta
riqueza suele pasarse por alto en los disefios de ensefanza, dejando una visién incompleta
y excesivamente algebraica del teorema, reduciéndolo a la férmula simbdlica: 2 = o>+

La propuesta que presentamos se fundamenta en la necesidad de recuperar el carac-
ter bidimensional del Teorema de Pitdgoras y de despojar a la geometria de su enfoque uni-
dimensional basado en calculos y férmulas. Si bien es importante trabajar en este aspecto,
creemos que hay un potencial bidimensional interesante que puede ser explorado con un
conjunto de actividades.

La primera actividad, titulada con una pregunta, busca introducir una problematica
Matematicas que desafie a los estudiantes a proponer respuestas y argumentar sus postu-
ras, promoviendo la discusidn entre pares. Para contextualizar la actividad, proporcionamos
informacioén historica al inicio.

Actividad sugerida:

Con ayuda de una escuadra y una regla, traza un tridngulo rectangulo y sobre sus
lados construye cuadrados, tal como aparece en la imagen siguiente.
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1. ¢{Qué relacién hay entre los tridngulos FAB y HAC?
(Podria rotarse uno de ellos para obtener el otro?
Si asi fuera, jen torno a qué punto habria que ha-
cer el giro, para que uno de los tridngulos quede
sobrepuesto sobre el otro?
2. Silos tridngulos FAB y HAC se pueden hacer coin-
cidir por rotacion, ;Qué puedes decir de sus are-
as?
3. Llama D al vértice que falta nombrar del cuadra- F
do construido sobre el cateto
4. Llama E al vértice del cuadrado construido sobre
el cateto y que es colineal con Ay C. .
5. Llama G al vértice del cuadrado construido sobre AT
el cateto y que es opuesto al vértice C.
6. Considera como base del triangulo FAB el lado .
Traza la altura que le corresponde.
7. El area del tridngulo FAB se relaciona con el area
de uno de los cuadrados construidos sobre los
catetos del tridngulo ABC. ;Cudl es el cuadrado H M e
aludido y cudl es dicha relacion? o L] .
8. ;Qué relacién hay entre el drea del triangulo HAC
y el drea del rectdngulo [HMNA]? Ayudate del
lado como base para ambas figuras, para encon-
trar su area.
9. ;Qué se puede decir de las areas de [ACDF] y
[HMNA]J? Justifica.

Esta actividad que permite concluir la demostracién de Euclides para el Teorema de
Pitagoras contiene dos de los tres hechos matematicos del Teorema de Euclides para el tri-
angulo rectangulo: las areas del cuadrado ACDF y del rectangulo HMNA son iguales, como
también se concluye que el drea del rectangulo MKBN es igual al area del cuadrado BGEC.

Habitualmente, el teorema de Euclides relativo a los catetos se suele encontrar en
este formato, digamos unidimensional:

Si ABC es un tridangulo rectangulo en C, donde a y b son las medidas de los catetos, ¢
representa la medida de la hipotenusa y p y g son las medidas de las respectivas proyeccio-
nes ortogonales de los catetos sobre la hipotenusa, entonces a> = cpy b* = cq.

Promovemos una perspectiva bidimensional a través de la comparacién de areas de
cuadrados y rectangulos, para aprovechar la demostracion anterior del Teorema de Pitago-
ras, por lo que la interpretacion en términos de areas del teorema de Euclides se escribiria
asi:

En todo triangulo rectangulo, el cuadrado construido sobre un cateto es equivalente
al rectdngulo cuyos lados consecutivos son la hipotenusa y la proyeccién de dicho cateto
sobre ésta.

Esta recontextualizacion aporta con una nueva mirada sobre el teorema de Euclides
aprovechando la interpretacion de areas para el teorema de Pitagoras. Con este tipo de co-
nocimiento se puede entrar al mundo de la abandonada algebra-geométrica, en la que se
resuelven ecuaciones cuadraticas mediante construcciones con reglay compas. El problema

12 Revista de Matematica, Ensino e Cultura—REMATEC, Belém/PA, n. 49, 2024006, 2024



Roberto Vidal Cortés

de resolver ecuaciones del tipo x> = a, con a > (), desde la perspectiva geométrica puede
considerarse como encontrar el lado de un cuadrado que es equivalente a un rectangulo
cuyo producto de sus lados consecutivos sea a.

Si bien puede escaparse esta propuesta al curriculo escolar actual escolar, en la for-
macion inicial docente es un recurso importante para la construccién y dominio de distintas
perspectivas interpretativas de los objetos matematicos y su respectivo analisis para conver-
tirlos en objetos de ensefanza.

La importancia de los estudios histérico-epistemolégicos para un analisis critico del
curriculo

Gracias al estudio del contexto histérico del objeto de ensefianza, es posible deses-
timar algunas propuestas inadecuadas, incluso cuando forman parte del saber oficial pro-
movido por las bases curriculares, como ha sucedido en Chile, tal como se describe a conti-
nuacion.

El actual Programa de Estudio de Matematicas para estudiantes de 12-13 afos, cor-
respondiente al nivel de octavo grado de Educaciéon Basica en Chile, fue elaborado por el Mi-
nisterio de Educacion y entré en vigencia en el ano 2016. Este programa incluye un apartado
sobre habilidades Matematicas, con un énfasis particular en cuatro de ellas: Representar,
Argumentar-Comunicar, Modelar y Resolver Problemas. Estas habilidades estan presentes
en el curriculo de Matematicas mas alla de este programa especifico para octavo grado. La
habilidad de Representar propone que:

“los estudiantes sean capaces de transitar entre distintos niveles de representacion
(concreto, pictérico y simbdlico), traduciendo situaciones de la vida cotidiana a lingua-
je formal o utilizando simbolos matematicos para resolver problemas o explicar situ-
aciones concretas. Asf se logra que las expresiones Matematicas tengan um sentido
proximo para los estudiantes” (MINEDUC, Programa de estudio 8° bésico. p.35)

Los niveles para desarrollar la habilidad de Representar se han inspirado en la expe-
riencia de Singapur, donde se ha propuesto un modelo de ensefianza de las Matematicas
basado en el enfoque COPISI, que hace referencia a los tres niveles de representacién men-
cionados en el curriculo chileno. Sin embargo, es importante destacar que este enfoque CO-
PISI se origind en la teoria del desarrollo cognitivo de Jerome Bruner en la década de 1960.
Inicialmente concebido como un constructo teérico, este enfoque describe como un sujeto
que aprende transforma la informacién en sistemas de representacién enactivo (concreto),
icénico (pictérico) y abstracto (simbdlico), este ultimo relacionado con el lenguaje matema-
tico en el caso que estamos analizando.

Sin embargo, no siempre es posible emplear los tres modos de representacion si-
multdaneamente, como se evidencia en estudios histérico-epistemoldgicos sobre los nime-
ros enteros. A pesar de ello, el Programa de Octavo Basico proporciona orientaciones sobre
como facilitar la ensefianza mediante el desarrollo de la habilidad de:

Representar; k. Elegir y utilizar representaciones concretas, pictéricas y simbdlicas para

enunciados y situaciones em contextos diversos (tablas, graficos, recta numérica, entre
otros); I. Relacionar y contrastar informacién entre distintos niveles de representacion;
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m. Representar y ejemplificar utilizando analogias, metaforas y situaciones familiares
para resolver problemas. (MINEDUC, Programa de estudio 8° basico. p.51)

Y mas adelante, en el Eje Tematico “Numeros’, presenta el objetivo de aprendizaje 1
(designado por OA 1), junto a indicadores de evaluacién:

Figura 5-Indicadores de evaluacién para el OA 1

UNIDAD 1

OBJETIVOS DE APRENDIZAJE INDICADORES DE EVALUACION

Se espera que los estudiantes sean ) .
Los estudiantes que han alcanzado este aprendizaje

capaces de
0A 1 » Representan la multiplicacién por -1 de manera concreta; por ejemplo:
Mostrar que comprenden la multiplicacion ~ €on situaciones o procesos inversos (estar en contra de, etc.).
y la divisién de nimeros enteros: » Desarrollan la regla de los signos en ejemplos concretos o en la recta
+ Representindolas de manera concreta, MUMENCA: # e+ 4 to-m-stm--n-mt,
pictérica y simbélica. » Representan la multiplicacién de ndmeros enteros positivos y negativos

, Aplicando procedimientos usados en la de forma pictérica (recta numérica) o simbélica.
multiplicacion y la division de ndmeros  » Aplican La regla de los signos de las multiplicaciones y de las divisiones

naturales. en ejercicios rutinarios.

» Aplicando la regla de los signos de la » Representan, de forma concreta o pictdrica, la division de un nimero
operacidn. negativo por un ndmero natural.

» Resolviendo problemas rutinarios y ne » Multiplican nimeros enteros positivos y/o negativos, utilizando la
rutinarios. multiplicacidon de nimeros naturales v la regla de los signos.

» Resuelven problemas cotidianos que requieren la multiplicacién o
division de nimeros enteros.

Fuente: Mineduc (2015)

El andlisis de la Didactica de las Matematicas y los estudios histérico-epistemolégicos
sobre la multiplicacién de niumeros enteros (Glaser (1981), Alfonso (1999), Gémez (2001), Cid
(2002), Cid (2015)) proporcionan una base sélida para aplicar la vigilancia epistemoldgica y
examinar criticamente la propuesta ministerial, asi como cualquier otra fuente relevante.
Estos estudios convergen en un punto crucial: la multiplicacion de nimeros enteros, espe-
cialmente en el caso del producto de dos numeros enteros negativos, no puede ser abor-
dada sin objeciones a través de representaciones no simbdlicas. Incluso existen objeciones
a algunas propuestas que intentan justificar la regla de los signos para este caso en el nivel
simbdlico de representacion.

Especificamente, Cid (2002) ilustra cdmo el uso de representaciones con materiales
concretos de neutralizacién, como fichas bicolores, si bien puede resolver satisfactoriamen-
te los casos de adicién de enteros de igual y distinto signo, plantea obstaculos didacticos
tanto en el orden en Z como en el campo multiplicativo. Una situacién similar se presenta
con el empleo de modelos de desplazamiento, siendo la recta numérica el modelo mas co-
munmente utilizado.

Por otro lado, Gbmez (2001) examina en su estudio mds de una decena de justifica-
ciones de matematicos de distintas épocas sobre por qué menos por menos da mas, con-
cluyendo que todas estas justificaciones presentan algun tipo de objeciéon. Su andlisis abarca
tanto justificaciones que recurren a representaciones concretas y pictéricas como aquellas
que son puramente simbdlicas.
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La gran interrogante que surge es cdmo proceder en este caso. ;Existe alguna solu-
cién viable? Aunque la respuesta afirmativa existe, implica definir la regla de los signos en
lugar de demostrarla. Es decir, en el proceso de transposicién didactica, nos encontramos
ante un objeto de ensefianza que se define como una regla, mientras que en la Matematicas
cientifica o erudita, esta regla corresponde a una propiedad demostrable (teorema). Esto
ocurre cuando se construyen los nimeros enteros como clases de equivalencia a partir de
los naturales con el cero, o cuando se considera Z como un subconjunto de R, momento en
el cual la regla del producto de dos enteros negativos se asume como demostrada en el caso
mas general del producto de dos numeros reales menores que cero.

Lo que se propone en el nivel del Programa de Octavo Basico carece de sustento
historico-epistemoldgicoy, por ende, afecta al disefo de actividades propuestas por el curri-
culo nacional chileno. Esto subraya la importancia de la vigilancia epistemoldgica como una
responsabilidad fundamental del profesorado de Matematicas.

REFLEXIONES FINALES

En conclusion, la reflexion sobre la necesidad de un cambio de paradigma en la do-
cencia de las Matematicas nos lleva a cuestionar el enfoque tradicional centrado en la ex-
plicacion como estrategia principal de ensenanza. Este modelo, arraigado en la idea de que
el buen profesor es aquel que explica claramente, ha perpetuado una pedagogia basada en
la transmisién de conocimientos, donde el estudiante asume un papel pasivo en su apren-
dizaje. Sin embargo, la investigacion muestra que esta practica no siempre conduce a una
comprension profunda de los conceptos matematicos y puede limitar el desarrollo de habi-
lidades cognitivas mas amplias.

La historia de la ensefianza de las Matematicas revela cémo este enfoque explicati-
vo ha dominado durante siglos, desde los primeros registros de actividad Matematicas en
civilizaciones antiguas hasta la influencia de obras clasicas como “Los Elementos” de Eucli-
des. Aunque estos textos han sentado las bases de la escritura cientifica en Matematicas,
también han contribuido a la percepcién de las Matematicas como un campo abstracto y
exclusivo, accesible solo para unos pocos privilegiados.

La respuesta a este desafio radica en la adopcién de un enfoque mas participativo y
problematizador en la ensefianza de las Matematicas, donde los estudiantes se involucren
activamente en la construccién de su propio conocimiento. Esto implica un cambio en el
papel del profesor, de mero transmisor de informacion a disefador-implementador y evalu-
ador de experiencias de aprendizaje significativas. Ademas, requiere una recontextualizaci-
on del conocimiento matematico establecido, aprovechando la historia y la diversidad de
enfoques disponibles para explorar conceptos desde multiples perspectivas. Este cambio de
paradigma no solo promueve una comprension mas profunda de las Matematicas, sino que
también prepara a los estudiantes para enfrentar los desafios del siglo XXI, donde la capaci-
dad de resolver problemas y pensar criticamente es esencial.
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