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RESUMO

Este texto de cunho qualitativo apresenta reflexdes sobre a importancia da dimensdo epistemoldgica nas pes-
quisas em didatica da matematica. Mostra-se que o estudo dessa dimensao é uma fase fundamental para que o
pesquisador possa refletir sobre as questdes didaticas. O significado dos conceitos, os problemas a eles associados,
a posicao relativa de um elemento do saber em um saber mais amplo que o engloba, e a variabilidade desses dados
segundo periodos e instituicdes sdo questdes que, entre outras, ajudam a compreender melhor o funcionamento
de um sistema didatico. As reflexdes que se apresentam baseiam-se em trabalhos de vérios autores e em exemplos
sobre os processos de construcdo de alguns conceitos e/ou nogdes matematicos, tais como os nimeros negativos e
a demonstracdo em matematica. A Ultima parte deste texto concentra-se nos aspectos epistemolégicos e didaticos
da nocéo de limite, destacando as dimensdes epistemoldgicas e didaticas da definicdo formal da nocao de limite
de uma funcdo real de uma variavel real.

Palavras-chave: Epistemologia; Dimensao didatica; Obstaculos epistemoldgicos; Limite de uma funcao.

ABSTRACT

This qualitative text reflects on the importance of the epistemological dimension in research into mathematics
didactics. This pondering demonstrates that the study of this dimension is fundamental for the researcher to reflect
on didactic issues. The meaning of concepts and their associated problems, the relative position of an element of
knowledge in a broader knowledge that encompasses it, and the variability of these data according to periods and
institutions are questions that, among others, help better understand how a teaching system works. The thoughts
presented are based on works by various authors and examples about the processes of construction of some ma-
thematical concepts and/or notions, such as negative numbers and demonstrations in mathematics. The last part
of this text focuses on the epistemological and didactic aspects of the notion of limit, highlighting the epistemo-
logical and didactic dimensions of the formal definition of the notion of limit of a real function of a real variable.
Keywords: Epistemology; Didactic dimension; Epistemological obstacles; Limit of a function.

RESUMEN

Este texto cualitativo reflexiona sobre la importancia de la dimensién epistemolégica en la investigacion en didéc-
tica de las matematicas. Esta reflexion demuestra que el estudio de esta dimensién es fundamental para que el
investigador reflexione sobre cuestiones didacticas. El significado de los conceptos y sus problemas asociados, la
posicién relativa de un elemento de conocimiento en un conocimiento més amplio que lo engloba y la variabilidad
de estos datos seguin épocas e instituciones son cuestiones que, entre otras, ayudan a comprender mejor cémo
funciona un sistema de ensefianza. Las reflexiones presentadas se basan en trabajos de diversos autores y ejemplos
sobre los procesos de construccion de algunos conceptos y/o nociones matematicas, como los nimeros negativos
y demostraciones en matematicas. La Ultima parte de este texto se centra en los aspectos epistemoldgicos y didac-
ticos de la nocidn de limite, destacando las dimensiones epistemolégicas y didacticas de la definicién formal de la
nocién de limite de una funcién real de una variable real.

Palabras clave: Epistemologia; Dimensién didactica; Obstaculos epistemoldgicos; Limite de una funcion.
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Papel da dimensao epistemoldgica em pesquisas da didatica da matematica

INTRODUCAO

Este artigo tece reflexdes sobre a importancia de uma analise epistemoldgica nas
pesquisas realizadas na perspectiva da didatica da matematica, principalmente, nos estu-
dos que envolvem os processos de ensino e de aprendizagem de conceitos matematicos.
Os resultados dessas reflexdes sao oriundos de uma pesquisa qualitativa de cunho teéri-
co-metodoldgico, tendo como base tedrica constructos da epistemologia e da didatica da
matematica.

Entende-se didatica da matematica como uma parte da educacao matematica cujos
estudos focalizam as situacdes que visam a aquisicdo de conhecimentos por alunos, estu-
dantes ou adultos em formacao, tanto do ponto de vista das caracteristicas destas situacoes
como das caracteristicas da aprendizagem que elas possibilitam. Por esse fato, a didatica da
matematica congrega conceitos de diversas areas de conhecimentos, como a matematica, a
epistemologia, a linguistica, a psicologia, a sociologia, a ciéncia da educacao, a antropologia,
afilosofia. A particularidade da didatica em relacao a essas disciplinas se encontra na dimen-
sdo epistemoldgica de sua problematica que considera a especificidade dos conhecimentos
em jogo.

Nesta perspectiva, algumas pesquisas em didatica da matemdtica apresentam fases
experimentais, e o trabalho de campo (observagdes, experimentos, analises das produc¢des
dos alunos etc.) é geralmente sustentado por um trabalho preliminar importante relaciona-
do com o estudo do saber matematico. Esse estudo é uma fase fundamental para que o pes-
quisador possa ter um olhar cuidadoso sobre as questées de cunho didatico. O significado
dos conceitos, os problemas a eles associados, a posicao relativa de um elemento do saber
em um saber mais amplo que o engloba, bem como a variabilidade desses dados segundo
periodos e instituicdes, entre outros, sao questdes que ajudam a compreender melhor o
funcionamento de um sistema didatico.

A epistemologia surge como o termo mediador (Figura 1) que faz a ligagdo entre o
trabalho histérico, o trabalho da psicologia cognitiva e o trabalho didatico. Em outras pala-
vras, a epistemologia desempenha um papel transversal porque interage tanto com a di-
datica e a histéria da matematica quanto com a psicologia e a dimensao sociocultural. A
epistemologia em sentido estrito pode aparecer como o nome erudito da filosofia da ciéncia
ou como o estudo das condi¢des de producao do conhecimento cientifico.

Os resultados do estudo da dimensao epistemoldgica de um dado objeto matema-
tico podem se constituir em ferramentas cruciais na construcao de situacdes-problema que
tém potencial de desenvolver uma situacao fundamental (BROUSSEAU, 1997). Desenvolver
uma situacdo fundamental, segundo Legrand (1993, p. 126), significa rebelar-se contra a
implacdvel l6gica da apresentacao cientifica, que é geralmente muito linear, e em que a cla-
reza e o rigor do discurso e a trivialidade das assercoes intermedidrias muitas vezes resultam
em fragmentacdo e compactacao dos significados principais, causando a perda de controle
do aluno sobre a validade e a relevancia do que |he é ensinado. Portanto, a epistemologia
em agao no trabalho didatico deve inventar novas ferramentas, ser cuidadosa com o mero
funcionamento da matematica académica e investigar novos territérios. Além disso, o pes-
quisador em educacdao matematica nao deve se conformar com um ponto de vista interno
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ao sistema educacional; ele deve analisar o complexo processo que vai desde a producao
do conhecimento na comunidade matematica até o seu ensino, recolocando a questao do
conhecimento no contexto mais amplo de constituicao de saberes.

Nesta perspectiva, uma parte importante da analise didatica consiste em levar em
conta a evolucdo e a constituicao histérica do saber matematico no ambito académico e sua
relacdo com a constituicao do texto do saber ensinado. Além disso, o processo de transposi-
¢ao didatica (CHEVALLARD, 1985) é complexo, ndo se inicia quando o professor prepara sua
aula, pelo contrario, esta naquele momento em sua fase final, cabendo ao professor apenas
o controle das variaveis locais na apresentacao do texto do saber. O pesquisador deve, por-
tanto, voltar as fontes desse processo, até a producao do conhecimento académico, a fim de
se desprender da familiaridade de seu objeto de estudo, e exercer sua vigilancia epistemol6-
gica. O estudo baseado nesta perspectiva apoia-se em cinco polos: epistemologia, didatica,
historia da matematica, psicologia cognitiva e a dimensao sociocultural (Figura 1).

Figura 1 - Epistemologia com mediadora

Epi logia
da Matemitica

Fonte: Autor (2024, inspirado em Dorier, 2015, p. 9)

Bachelard (1938, apud DORIER, 2015, p. 110) distingue a historia e a epistemologia de
uma ciéncia, quando afirma que

E [.] o esforco de racionalidade e construcdo que deve prender a atencéo do
epistemologo. O historiador da ciéncia deve considerar as ideias como fatos. O
epistemdlogo deve tomar os fatos como ideias, inserindo-os em um sistema de
pensamentos. Um fato mal interpretado durante uma época permanece como um
fato para o historiador. Fica a critério do epistemdélogo um obstéculo ou um contra
pensamento. O epistemdlogo deve, portanto, esforcar-se para apreender os conceitos
cientificos em sinteses psicoldgicas progressivas, estabelecendo, em relacéo a cada
noc¢ado, uma escala de conceitos, mostrando como um conceito produziu outro, vin-
culado a outro. Entao ele terd alguma chance de medir uma eficécia epistemoldgica.
Imediatamente o pensamento cientifico aparecerd como uma dificuldade vencida,
como um obstaculo superado.

Esta diferenciacéo feita por Bachelard (1938) me leva a insistir sobre a importancia
para o pesquisador em didatica da matematica, em considerar as relagdes entre epistemolo-
gia e didatica para entender as necessidades formulaveis em termos de conhecimento dos
processos pelos quais 0os conceitos matematicos se formam e se desenvolvem, bem com as
caracteristicas da atividade matematica (Artigue, 1990).
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O QUE SIGNIFICA EPISTEMOLOGIA

O significado do termo epistemologia tem se ampliado bastante no correr dos anos.
Essa evolucao deve muito ao desenvolvimento de campos como a histéria da ciéncia ou
as ciéncias cognitivas, que mantém estreitos vinculos com a epistemologia. Assim, o ter-
mo epistemologia foi aplicado a novas questdes. Em particular, ndo é incomum hoje que a
epistemologia designe a teoria dos métodos ou os fundamentos do conhecimento, que é o
significado do termo epistemologia em inglés.

O uso introduzido por Piaget (1967, apud DORIER, 2015, p. 110) na expressao “epis-
temologia genética” também atesta essa expansao do uso, e apresenta duas aproximagoes
para definir a epistemologia:

i) Estudo da constituicdo de conhecimentos validos. O termo “constituicao” mostra a
ideia de um processo, enquanto o uso do plural enfatiza a diferenciacao disciplinar e o
termo “valido”revela uma concepgao normativa de conhecimento.

ii) Estudo da transicao de estados de menor conhecimento para estados de conheci-
mento mais avangado.

Esta posicao induz a dimensao da génese de um conhecimento e determina sua na-
tureza. Esses dois pontos de vista coincidem, se considerarmos que a constituicao do conhe-
cimento nunca é completa.

Toma-se o termo epistemologia como o estudo da constituicao dos conhecimentos
cientificos tanto na sua génese histérica, na sua reconstrucao mental em cada sujeito, bem
como nas suas articulacées numa dada etapa do desenvolvimento do saber cientifico, ou
seja, é o estudo das relagdes que uma pessoa ou uma comunalidade tém com um objeto de
conhecimento.

Balacheff (1991) assevera que um tema essencial da epistemologia é a elucidacao
da questao do significado, da origem e da evolu¢ao de um conhecimento matematico no
seu desenvolvimento historico, individual e coletivo. A complexidade desta questao reside
no fato de que o significado ndo ser diretamente observavel, nem pode ser apreendido na
sua totalidade a partir da formulacao de sua definicdao. O conceito de numero, por exemplo,
nao pode ser empreendido unicamente a partir de uma declaracao; seu significado s6 pode
ser compreendido por meio de suas manifestacdes simbdlicas e seu papel na resolucdo de
problema.

O autor ainda observa que a notacao decimal é o produto de um longo processo
histérico, os nimeros negativos foram contestados como tal no século XIX, e o debate sobre
numeros inteiros nao padronizados demonstrou a complexidade desse conceito “elemen-
tar” e sua natureza viva. O numero nao é “visivel” em lugar algum; ele é uma “construcao”
legitimada pela forca de suas aplicacdes e validada pelos meios especificos da ciéncia que
o desenvolveu. Da mesma forma, a histéria cognitiva do individuo atesta a complexidade
dessa questdo de significado (BALACHEFF, 1991).
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EPISTEMOLOGIA: SIGNIFICADO DE OBJETOS DO SABER CIENTIFICO E
OBJETOS DO ENSINO

Os resultados de pesquisas em didatica da matematica, inclusive a publicacdao de
Artigue (1990), mostram que a andlise epistemolégica pode auxiliar o pesquisador a ter uma
atitude critica a respeito das concepc¢des que um individuo possa construir a partir de sua
convivéncia e de sua vivéncia com a matematica e suas ferramentas. Uma analise epistemo-
l6gica dos saberes matematicos pode constituir um instrumento muito eficaz na compre-
ensao dos elementos historicos constitutivos desses saberes, destacando a compreensao
sobre 0s conceitos matematicos que o ensino tradicional apresenta geralmente sob forma
dogmatica.

Bardini (2003) explica como a escrita simbdlica contribuiu decisivamente para a in-
vencgao da prépria matematica. Nele, ele faz um estudo epistemoldgico por meio de seu
desenvolvimento histérico, da constituicao da escrita simbdlica matematica, e caracteriza a
organizacgao da escrita simbolica em seis partes, denominadas figuras de representacao: re-
presentacao do requisito, representacao do dado, representacao de instrucdes operacionais
elementares, representacao de instrucoes, representacao da equalizacao, representacao de
conceitos compostos.

Para Bardini (2003), os egipcios ndo s6 apresentavam problemas aritméticos (relati-
vos a distribuicao de cerveja, sementes ou pao), mas também buscavam solu¢des para ques-
tées que nao faziam referéncia a nenhum objeto concreto, e para as quais ndo se tratava
mais de uma simples questao de realizar operacdes entre nUmeros dados. Por exemplo, nao
é incomum encontrar nos Papiros de Rhind ou Ahmes problemas retoricamente colocados
envolvendo solugdes para equacoes lineares do tipo x + ax = b ou x + ax + bx = ¢, em que
a, b e c sdo dados e x é desconhecido. Entretanto, assim como no caso dos hindus e dos
arabes, o nome dado ao valor desconhecido que estava sendo procurado permanecia inti-
mamente ligado ao contexto do problema apresentado. Enquanto os egipcios procuravam
uma “pilha”, os arabes geralmente se referiam a posses ou bens, e os hindus frequentemente
evocavam cores. E importante ressaltar em todos que esses problemas foram apresentados
no registro retérico, em que as declaragdes e os calculos eram feitos em linguagem natural.

Estes fatos trazem a tona a necessidade de representar os objetos matematicos, ja
que nao podemos acessar seu significado diretamente ou expressa-lo em uma definicao.
Portanto, ha necessidade de descrevé-los em termos de seus efeitos, conforme evidenciado
pela atividade cognitiva, que, por sua vez, provavelmente produzird fatos observaveis (BA-
LACHEFF, 1991). Segundo Vergnaud (1990), o significado de um conceito é, portanto, carac-
terizado por trés conjuntos estreitamente relacionados: um conjunto de problemas para os
quais ele fornece um meio confidvel e eficaz de resolu¢ao, um conjunto de procedimentos
(invariantes operatorios) que sao ferramentas para resolver esses problemas, e um conjun-
to de significantes que suportam uma linguagem operacional para descrever problemas e
procedimentos (VERGNAUD, 1984). Nesta perspectiva, Balacheff (1991, p. 8, traducdo nossa)
observa que o numero inteiro natural, por exemplo,

dependendo do fato de ser representado por uma colecdo de objetos ou por uma
forma decimal, ndo permite o acesso as mesmas classes de problemas ou aos mesmos

procedimentos. O significado do conceito de nimero nao € o mesmo nos dois casos; a
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transicdo de um significado para o outro corresponde a evolugdo conceitual da quan-
tidade para o nimero stricto sensu.

Comungamos com o autor, que assevera que uma analise epistemoldgica:

seja ela baseada na histéria coletiva ou individual, destaca a multiplicidade de fatores
envolvidos na determinacdo do significado: fatores de natureza material, social, cultu-
ral ou ideoldgica. Ela mostra o papel essencial desempenhado pelo contexto social e
material no desenvolvimento de novos conhecimentos e, particularmente, na apren-
dizagem, sua sensibilidade as caracteristicas das situacdes de ensino ou treinamento.
Acima de tudo, mostra que o conhecimento impde suas proprias leis para alcancar
sua esséncia; como ja mencionamos, os critérios de “verdade” em matematica, fisica e
filosofia ndo podem ser reduzidos uns aos outros (BALACHEFF, 1991, p. 10).

Tomamos um exemplo relativo ao rigor em matematico, apoiando-nos em Barbin
(1988) e Arsac (1988), todos citados por Almouloud (2022), que mostra que varios estudos
epistemoldgicos e didaticos teceram reflexdes sobre a evolucao do significado dessa nocao
na historia, de acordo com o meio social em que se desenvolveu. Por exemplo, a analise epis-
temoldgica feita por Barbin (1988, apud ALMOULOUD, 2022) sobre a demonstracao eviden-
cia a evolucao da nocao de rigor, sua dependéncia com os dominios matematicos visados e
com o nivel de elaboracao dos objetos manipulados, em diferentes épocas. No seu estudo
histérico, Arsac (1988) destaca trés grandes etapas que marcaram a evolugao histdrica da
demonstracao:

1. Génese, na antiguidade grega: a demonstracdao aparece como um ato social que
tem por objetivo convencer. Para os gregos, a ciéncia era o conhecimento verdadeiro e certo.
Uma propriedade é conhecida cientificamente quando sabemos que ela é, mas, sobretudo,
por que ela é e que ela ndo pode ser outra. A demonstracgao é, entdao, da ordem da convicg¢do
num debate contraditorio.

2. No século XVII, a significacao da demonstracao evoluiu: seu objetivo passou a ser
esclarecer e nao é mais convencer. A vontade de inventar e de esclarecer deveu-se a impor-
tancia dada a elaboracao e explicacao de novos conhecimentos. Tal fato explica a importan-
cia dos métodos de descoberta. A palavra “esclarecer” parece significar “fazer compreender o
motivo pelo qual um enunciado é certo”e, para isso, é necessario fazer coincidir demonstra-
¢do e método de descoberta.

Para Barbin (1988), o ato de demonstrar pode ter varias significa¢ées. Em consequ-
éncia, toda abordagem didatica da demonstracao necessita de uma reflexdo epistemolégica
que passa por duas questdes: Qual é essa significacao para o aluno? Qual é essa significacdao
para o professor? A autora acredita que, se a demonstracao tem por significacdo esclarecer,
tornar evidente e certo, entao o método de resolugdo pode valer como demonstragdo. As-
sim, o aluno que adota um método para resolver um problema pode ficar satisfeito e nao
dar nenhuma explicacdo sobre a sua estratégia de resolucdo. Pelo contrario, se o professor
entende que a demonstracdo tem por significacao convencer, ele esperara dos alunos uma
outra postura. E importante que os professores saibam que a nocdo de demonstracéo nao
tem um significado absoluto.

Almouloud (2022) afirma que a andlise epistemolégica permite perceber que os pro-
blemas de fundamento nao sdao sempre os primeiros a serem estudados em matematica.
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Por exemplo, os fundamentos tedéricos da analise foram estudados depois de séculos de
utilizacdo dos conceitos como ferramentas para a resolucdo de problemas. Um dos pontos
importantes de uma analise epistemoldgica &, ainda, permitir ao pesquisador em didatica
da matematica apreender a diferenca entre o saber“cientifico” e o saber “ensinado’, pois esta
analise Ihe permite compreender a génese da evolucdao do conhecimento cientifico.

EPISTEMOLOGIA E DIDATICA DA MATEMATICA

Os saberes matematicos sao construidos em resposta a questoes externas ou inter-
nas a matematica. A abordagem para responder a essas questdes que conduzem a novos
saberes nao é linear, é um labirinto de reflexdes, ensaios, transformacdes da questao, refor-
mulacao de saberes conexos anteriores etc. O saber é, portanto, construido por individuos
num contexto social e histérico, a partir de questdes cientificas, socioculturais.

No que diz respeito a matematica, o saber é escrito com uma apresentacao axioma-
tica: os objetos sao definidos, algumas propriedades sao aceitas, outras sdio demonstradas.
Essa apresentacao esconde a histéria do processo de construcao do conhecimento e, com
ele, as questodes e dificuldades que surgiram, as discussdes causadas por esses desafios, e as
escolhas que finalmente foram realizadas.

A didatica da matematica propde que sejam apresentadas situagdes cujas solucdes
requerem a aplicacao de saberes visados, para que os alunos pudessem resolvé-las por con-
tra propria e com a mediacao do docente. Nesta perspectiva, a analise epistemoldgica pode
auxiliar o pesquisador e o professor de matematica a ter uma atitude critica a respeito de
concepgdes que um individuo possa forjar a partir de sua convivéncia e de sua vivéncia com
a matematica e suas ferramentas (ARTIGUE, 1990).

O pesquisador em didatica da matemdtica enfrenta o problema ligado a analise ou a
elaboracao da génese do conhecimento, ponto importante de uma andlise didatica quan-
do se trata de estudar os processos de ensino e de aprendizagem. Neste ambito, Artigue
(1990) assevera que uma andlise epistemoldgica aponta questdes globais e fundamentais
para desenhar a producdo de engenharias didaticas, bem como a analise do que se passa
em sala de aula. As reflexdes do pesquisador em didatica da matematica que se utiliza da
metodologia da engenharia didatica permitem responder as seguintes questdes, a partir do
estudo epistemolégico:

O que devemos transpor no ensino dos saberes cientificos e de suas inter-relagcbes? Ha
uma transposicao minima ou um conjunto de transposigdes minimas a respeitar para
nao descaracterizar o significado desses saberes? E possivel fazer essa transposicao e
sob quais condicdes? Em qué as transposicoes podem ou devem depender dos publi-
cos visados pelo ensino? Quais sao as condi¢des e os entraves ligados as transposicdes
cldssicas? Quais sao seus efeitos? (ALMOULOUD, 2022, 212)

As respostas para essas questdes podem ser encontradas nos estudos didaticos fun-
damentados na teoria das situacdes (BROUSSEAU, 1983, 1986, 1995, 1997), nos conceitos de
dialética ferramenta-objeto e de jogos de quadros (DOUADY, 1992), as mudancas de pontos
de vista (ROGALSKY, 1995), aos registros de representacao semiética (DUVAL, 1995), entre
outros.
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A analise epistemoldgica é de suma importancia para o pesquisador em didatica da
matematica, pois pode ajudar na identificacao de obstaculos epistemoldgicos. Assim, para
a construcao de engenharias didaticas, por exemplo, a analise epistemoldgica proporciona
reflexdes que permitem responder (parcial ou totalmente) as sequintes questdes: quais obs-
taculos podemos (ou devemos) evitar? Quais obstaculos nao devemos evitar? Como entao
supera-los? (BROUSSEAU, 1986).

Em seu estudo, Artigue (1990) salienta que as analises histérica e epistemoldgica
evidenciam, também, que uma concepc¢do errbnea para o0 matematico atual pode ter sua
origem e, sobretudo, ter-se revelado profundamente produtora, num dado momento da
evolucao histérica. Podemos formular a hipotese de que uma tal concepcao era, para essa
determinada época, a mais produtora possivel, levando em conta o nivel de elaboracao con-
ceitual dos objetos matematicos em jogo. O que podemos transpor dessa realidade histori-
ca, mais geralmente no ensino e por qué?

Toma-se como exemplo o estatuto dos numeros negativos, baseando-nos em Schu-
bring (1986). Este autor mostra que as controvérsias sobre a existéncia dos nimeros negati-
vos se explicam, sobretudo, pelo obstaculo que decorre da passagem da nogao de grandeza,
que é de natureza substancial, a nocao de nimero, que é essencialmente tedrica.

Para o autor, a rejeicao dos numeros negativos teve consequéncias importantes no
desenvolvimento da matematica em geral. A importancia dada a geometria pura, sem mis-
tura com a algebra, fez nascer um novo tipo de geometria: a “geometria sintética” estabele-
cida por Carnot, Poncelet (1788-1867, apud SCHUBRING, 1986) e Steiner (1796-1863, apud
SCHUBRING, 1986), que impulsionou de forma singular a aparicao de uma nova disciplina
matematica: a geometria vetorial. Nestas novas geometrias se evitava a regra dos sinais.

Schubring (1986) assevera que as causas principais da contestacao do estatuto mate-
matico dos numeros negativos sao de trés categorias:

Os obstaculos internos a matematica: O problema central consiste em diferenciar
o conceito de quantia e estabelecer o de nimero como um novo conceito fundamental e
independente; pois se trata da aparicao dos conceitos: quantia—grandeza — niumero. A au-
séncia de diferenciacdo entre esses trés conceitos constitui obstaculo a compreensao dos
conceitos de variavel, de funcao, de quantia e da aceitacao destes como conceitos basicos
da algebra e da analise.

Os obstaculos epistemoldgicos relacionados com uma epistemologia substancialis-
ta, segundo a qual os nimeros sdo considerados seres que tém uma existéncia fisica; e uma
epistemologia sistémica, na qual a existéncia é justificada pela coeréncia do campo concei-
tual; os conceitos s6 deverao satisfazer as condicdes internas a matematica.

A arquitetura da matematica é uma categoria das origens dos obstaculos aos quais
vém se misturar e interagir com causas internas ao desenvolvimento matematico e causas
de natureza epistemoldgica. Trata-se, de acordo com autor, particularmente, de concep¢des
sobre aimportancia da algebra e da geometria em relacao aos fundamentos da matematica.

8 Revista de Matematica, Ensino e Cultura—REMATEC, Belém/PA, n. 49, e2024007, 2024



Saddo Ag Almouloud

Do ponto de vista da natureza do saber matematica, a analise epistemoldgica ajuda
na compreensao de elementos histéricos constitutivos desse saber, que o ensino tradicional
apresenta geralmente sob forma dogmatica.

Nas andlises das organizacées matematicas (CHEVALLARD, 1999, GASCON, 2011), a
epistemologia pode ser uma alavanca no processo de construcdao de modelos epistemoldgi-
cos de referéncia (MER) e, consequentemente, do modelo epistemoldgico alternativo (MEA)
ao modelo epistemoldgico vigente em uma determinada instituicao escolar, no ensino e
aprendizagem de objetos matematicos.

Um MER construido a partir de uma andlise epistemoldgica pode fundamentar o
estudo das condi¢des que devem ser cumpridas quando da construcao/escolha, analise e
experimentacao de situagdes-problema voltadas para o ensino e aprendizagem de concei-
tos matematicos. Portanto, um estudo histérico-epistemolégico pode ser determinante na
identificagdo e caracterizacdo de obstdculos epistemolégicos que sao inerentes ao processo
de construcao do saber, em nosso caso, de conceitos matematicos. Neste ambito, ela é um
apoio significativo para estudo das trés dimensdes de um problema didatico, objeto de es-
tudo da préxima secao.

DIMENSOES DE UM PROBLEMA DIDATICO

Para Barquero, Bosch e Gascén (2013, p. 3), uma pesquisa em educagao matematica
“deve ser realizada a partir da existéncia de um problema docente que a justifique”. Esse
problema é entendido como aquele de que “se depara um professor ao ter que ensinar um
tema matematico aos seus alunos”.

Os aurores representam esse problema por P, do esquema heuristico representado
por {[(P,&P,)P,~]~P_}~P,, onde P, P, e P, sdo, respectivamente, as dimensbes epistemolo-
gica, econbmica e ecoldgica. P, € o problema didatico que diz respeito ao ensino e a apren-
dizagem de Matematica (GASCON, 2011, p. 205; BARQUERO, BOSCH e GASCON, 2013, p. 2).

Para estes autores, P € o possivel ponto de partida para uma investigagao cientifica
em didatica da matematica, também considerado o “problema docente”. O simbolo @ se
refere a necessidade de ter, pelo menos, a dimensdo epistemolégica P,. O simbolo nao sig-
nifica inclusao, mas uma hierarquizacao, no sentido de que a dimensao Pi+1 necessita da
dimensao Pi que a precede.

Segundo esses autores, o problema P é definido a partir do estudo das dimensdes
epistemoldgico e ecoldgica.

Para Almouloud (2022), a analise epistemoldgica tem por base o desenvolvimento
histérico, permitindo identificar as diferentes formas de concepc¢des de um determinado
objeto matematico que poderao favorecer a analise didatica.

Para estudar os fatores relacionados aos processos de ensino e de aprendizagem da
matematica, faz-se necessdrio considerar a natureza dos objetos matematicos e tecer refle-
x0es sobre o papel da atividade humana. Nesta perspectiva, a analise epistemoldgica de
objetos matematicos deve ajudar a esclarecer a natureza desses objetos.
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Barquero, Bosch e Gascon (2013) indicam que a dimensao epistemolégica se faz im-
portante e presente em todo e qualquer problema didatico, pois é nela que buscamos res-
ponder as questdes como: Como se interpreta e se descreve o saber matematico? Quais sao
suas componentes e como se estruturam? Como se pode modelar os saberes matematicos
(modelo epistemoldgico general) e cada um dos ambitos da atividade matematica (mode-
los epistemoldgicos especificos)? O entendimento desses aspectos permite vislumbrar o
modelo epistemoldgico de referéncia do objeto matematico em estudo.

O estudo da dimensao econdmica visa a responder a seguinte pergunta: Como as
praxeologias relacionadas ao objeto matematico em estudo (O) se comportam em uma de-
terminada instituicao (BNCC, Parametros Curriculares, livros didaticos etc.? Nessa dimensao,
precisamos estudar as questodes relativas as condi¢des que regulam a organizacgao e o fun-
cionamento de tais praxeologias na instituicao de referéncia, ou seja, as questdes relativas
ao sistema de regras, principios e leis (normas) que regem sua vida institucional.

Para estudar a dimensao econémica, Barquero, Bosch e Gascon (2013)) sugerem bus-
car respostas a um conjunto de questdes tais como: (1) Que ambito institucional temos que
levar em consideracao para abordar o problema didatico de O (a sala de aula, a escola, o
sistema de ensino de matematica, a Sociedade ou a Civilizacao)? (2) Como esse objeto é
descrito e interpretado em cada uma das instituicdes que intervém no processo de transpo-
sicao? Quiais tarefas, no sentido da TAD, vivem normalmente no sistema educativo brasilei-
ro? (3) Como as atividades consideradas no sistema escolar se relacionam com as atividades
conexas com o objeto em estudo e as atividades consideradas como solucao matematica de
problemas?

A dimensao econOmica-institucional permeia a dimensao ecolégica?, uma vez que
0 “nascimento’, a “vida” e a possibilidade de “falecimento” e/ou “ressurgimento” prescindem
das condi¢bes econdmicas. Nesta perspectiva, a dimensao ecoldgica, dentre outros fato-
res, deve evidenciar (GASCON, 2011, BARQUERO, BOSCH e GASCON, 2013): os ambitos ins-
titucionais considerados; as instituicdes envolvidas e como descrevem e interpretam O; as
praticas matematicas existentes nas instituicdes envolvidas relativas a O; os modelos episte-
moldgicos da matematica envolvida no seio das instituicoes; as dificuldades que surgem ao
se tentar modificar as organiza¢des didaticas em uma determinada instituicdo. Essas evidén-
cias permitem, por exemplo, os habitats e nichos® de O no ecossistema do sistema educativo
brasileiros.

Para estudar as dimensdes econdmicas e ecoldgicas do problema didatico, o pesqui-
sador (ou professor) utiliza implicitamente e/ou explicitamente como referéncia um modelo
das praxeologias matematicas que estao em jogo, isto €, um modelo epistemoldgico de
referéncia (MER) do campo da atividade matematica em questao.

Quando falamos de modelo epistemoldgico de referéncia, referimo-nos a formas
de interpretar e descrever um campo conceitual de objeto matematico pertencente a um

2 Devido ao espaco reservado a este artigo, ndo serao apresentados exemplos de estudos das dimensdes econémico-institucional e ecolégica.

3 Os habitats sdo os ambientes conceituais (componentes curriculares, livros didaticos, por exemplo) onde os nimeros fracionarios se
encontram e vivenciam suas praticas. Os nichos, por sua vez, contemplardo as suas funcionalidades e praxeologias, que se evidenciam pelas
préticas que, em relagdo a um objeto de ensino, se sobressaem em um dado habitat de um certo ecossistema, interagindo com os demais
nichos.
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quadro (DOUADY, 1986), como, por exemplo, a geometria euclidiana, algebra escolar, pro-
porcionalidade ou estatistica, que é predominante nas instituicdes escolares, mas também
na noosfera e nas instituicdes que produzem o conhecimento matematico. E o instrumento
com o qual o didata pode desconstruir e reconstruir as praxeologias cuja divulgacao in-
trainstitucional e interinstitucional pretende analisar.

O MER também é essencial para estudar o conhecimento matematico antes de ser
transformado para ser ensinado. Quando o MER é abertamente e explicitamente exposto
a critica e ao contraste empirico, ele constitui um instrumento de emancipac¢ao no que diz
respeito ao modelo epistemoldgico vigente na instituicdo (GASCON, 2014).

Em coeréncia com esta MER e com base nela, o formador (ou pesquisador) utiliza (e,
eventualmente, constréi) um modelo didatico do que significa “aprender” conhecimentos
matematicos do referido campo.

Na préxima secao, apresenta-se um exemplo de estudo cujo foco é o estudo da di-
mensao epistemoldgica e didatica do conceito de limite de funcdo real de uma variavel real
e uma analise minuciosa da definicao formal para evidenciar os problemas ligados a obsta-
culos epistemoldgicos.

ESTUDO DE UM PROBLEMA DIDATICO: O CONCEITO4 DE LI-
MITE NO ENSINO MEDIO EM REPUBLICA DO MALI

Este estudo apoia-se na tese de doutorado de Cheick Oumar Doumbia (2020), inti-
tulada“Un modele didactique de référence pour la construction de savoirs et I'actualisation
des connaissances sur la notion de limite en terminale science exacte au Mali”. Concentra-se,
nesta parte do artigo, nos aspectos epistemoldgicos e didaticos desse conceito matematico,
destacando as dimensdes epistemoldgicas e didaticas da definicao formal da nocao de limi-
te de uma funcao real em uma variavel real.

A nocao de limite € uma noc¢ao polissémica, mas o ensino atual dessa no¢ao em Mali
nao permite que os alunos deem um significado matematico a no¢ao de limite de uma fun-
¢do numeérica de uma variavel real. Esse ensino é essencialmente baseado em estruturas
algébricas e numéricas. Além disso, percebe-se que a pratica em sala de aula apresenta o
problema com a busca pelo limite / em x,, sem fornecer nenhuma justificativa. Aceita-se o
fato de que é dificil ensinar uma definicao formal do limite. Nos livros didaticos e nas prati-
cas docentes opta-se por uma abordagem intuitiva, que busca dar sentido ao conceito de
limite através da introducao de técnicas de limite de uma fungcdao em um ponto, deixando
de lado os aspectos epistemoldgicos importantes, ou seja, adquirir conhecimento sobre a
nocao de limite significa tomar consciéncia desses aspectos epistemoldgicos, confronta-los
e supera-los. O ensino da noc¢ao de limite deve ser organizado em torno desses obstaculos
epistemoldgicos, de modo que os alunos e estudantes se deparem com eles a fim de provo-
car sua crise de limite e, por fim, fornecer-lhes os meios para supera-los.

4 Fala-se de nogao quando nos referimos, do ponto de vista matematico, ao conhecimento basico ou superficial sobre o objeto matematico
limite. Fale-se de conceito, quando se trata de caracterizar e definir o objeto limite do ponto de vista matemético (defini¢do, propriedades,
diferentes formas de representé-lo etc.)
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Estudo da dimensao epistemoldgica da nocao de limite

Este estudo se baseia nos trabalhos de Cornu (1983), Sierpinska (1985), Artigue
(19964, 1996b), Bkouche (1997), Job (2011) e Doumbia (2020).

Relembramos os obstaculos relacionados a nocao de limite, os problemas que per-
mitiram o surgimento da nocao de limite e alguns debates contraditérios sobre a definicao
de limite. Também apresentamos uma analise da definicao formal de “/ é o limite de uma
funcao numérica de uma variavel real em um ponto finito a"

Euler (1707-1783) fez muito para livrar o calculo de seu suporte geométrico. Ele ndo
trabalhou com quantidades, mas com fung¢des, que foram um dos fatores no desenvolvi-
mento da nocao de limite. Na época de Euler, a no¢do de funcdes ainda nao era muito clara;
elas eram essencialmente expressdes algébricas. Ao introduzir varias ordens de infinitesi-
mais: dx, (dx)?Euler desenvolveu funcdes em série, o que permitiu que ele obtivesse varios
resultados sobre séries numéricas. E importante observar que Euler ndo estava interessado
apenas no aspecto qualitativo (convergéncia ou divergéncia), mas, acima de tudo, no aspec-
to quantitativo (velocidade de convergéncia ou de divergéncia).

Doumbia (2020) assevera que D’Alembert (1717-1783) era muito sensivel ao proble-
ma do infinitamente pequeno e do infinitamente grande. Para ele, o infinitamente pequeno
era uma questao de “metafisica’, e ndo tinha lugar no raciocinio matematico.

O autor ainda afirma que D’Alembert insistiu no fato de que uma quantidade nun-
ca se torna igual ao seu limite: ele tomou como exemplos o circulo, o limite de poligonos
inscritos ou a soma de uma progressao geométrica. Ele definiu a “soma de uma sequéncia”
(ou seja, de uma série) como “o limite de seus varios termos, ou seja, uma quantidade que
pode ser aproximada o quanto se desejar, sempre tomando um numero cada vez maior de
termos da sequéncia”. Doumbia era muito reticente com relagao as séries divergentes. A no-
¢ao de limite introduzida por D’Alembert contrasta a nocao de limite com a de infinitamente
pequeno. Por uma questao de rigor matematico, Sierpinska (1985) ressalta que a nogao de
funcao ndo aparece nessa definicao, ndo se trata de numeros, mas de quantidades e, final-
mente, as expressdes aproximacao, diferenca entre quantidades e nao atribuivel também
nao sao definidas.

Lagrange (1736-1813, apud DOUMBIA, 2020) queria reduzir toda a andlise ao calculo
algébrico e, para isso, trabalhou com o desenvolvimento em série de fungdes. Lagrange,
que rejeitou a nogao de limite, foi um dos principais arquitetos da transicao para o dominio
numérico, uma transicao que levou a unificacao do conceito de limite, mas sem levar em
consideracao o infinito. Ele desenvolveu a pratica de majorar e minorar, em particular para
verificar o restante de uma série.

Foi Cauchy (1789-1857) quem deu a nocao de limite seu lugar definitivo, reorgani-
zando a andlise em torno dessa nocao. Para ele, o conceito de limite era o conceito basico
em andlise e, logo no inicio de seu curso na Ecole Rurale Polytechnique, ele definiu o concei-
to de limite e introduziu operagdes relacionadas ao referido objeto matemético:

Quando os valores sucessivamente atribuidos a mesma varidvel se aproximam inde-
finidamente de um valor fixo, de modo a diferir dele o0 minimo possivel, o valor fixo é
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denominado limite de todos os outros. Assim, por exemplo, um ndmero irracional é o
limite das varias fracoes que fornecem valores cada vez mais aproximados. Em geome-
tria, a drea de um circulo é o limite para o qual convergem as areas dos poligonos ins-
critos, enguanto o numero de seus lados aumenta cada vez mais (CORNU, 1983, p. 53).

Ele baseou toda a analise nos conceitos de limite, continuidade, derivada e integral.
No entanto, Cauchy ainda era influenciado pelo infinitamente pequeno, e as vezes o usava:
isso influenciou sua linguagem; seus artigos de pesquisa usavam essencialmente a no¢do
de infinitamente pequeno. A nocao de limite ainda ndo havia sido definitivamente refinada:
ela ainda era confundida com a noc¢ao de ponto de acumulagao: lim(sin()) tem, para Cauchy,
um numero infinito de valores entre -1 e +1. Também ha confusdo entre o estudo da conti-
nuidade e o estudo do conceito de limite em um ponto, e confusdo entre limite e imagem
de uma funcao.

A relacao funcional ja aparece quando valores numéricos sao atribuidos. Mas esta-
mos falando de valores consecutivos, o que levou Sierpinska (1985) a dizer que essa defini-
cao se referia apenas a sequéncias numeéricas. Inspirada por Lakatos (1978, p. 48), a autora
ressalta que os quantificadores e as expressdes indefinidas, como aproximar-se indefinida-
mente, estao implicitos nessa definicao. Além disso, ela ressalta que Cauchy nao distinguiu
a dependéncia entre a vizinhanca do ponto em que o limite é calculado e a vizinhanca da
ponte, que é o limite. Ela chama a nossa atencdo para o fato de que, na linguagem natural,
nao prestamos muita atencdo a ordem das palavras e as diferencas sutis que resultam disso.

A luz desse estudo histérico-epistemoldgico, podemos dizer que a nocéo de limite
levou muito tempo para ser claramente definida, e sua construcao possibilitou a construcao
do conjunto de nimeros reais. Ela ndo surgiu para resolver novos problemas, mas para for-
malizar, unificar, generalizar e simplificar os conceitos basicos da andlise.

Alguns obstaculos epistemolégicos a nocao de limite

Temos o limite como uma“nocao metafisica’, como a no¢ao do infinitamente peque-
no e do infinitamente grande. Essas no¢des misteriosas tém sido um dos principais obstacu-
los. Existe um estado intermediario entre o que é zero e o que nao é zero? Existe um numero
maior do que os outros? Os debates em torno das quantidades evanescentes mostraram
como é dificil fazer com que uma quantidade tenda a zero... o limite pode ser alcancado?
e transposicao numérica: (Esse é um obstaculo ligado a “dificuldade de se desvincular do
contexto geométrico e cinematico, para trabalhar nao mais com quantidades, mas com nu-
meros”’, em suma, dificuldade com a aritmetizacdo da nocdo de limite) (DOUMBIA, 2022).

Sierpinska (1985) identifica dois aspectos da no¢do de obstaculo epistemolégico de
acordo com Bachelard (1938): a inevitabilidade do aparecimento de obstaculos, e a repeti-
¢ao de seu aparecimento na filogénese e ontogénese de conceitos. A autora define o obs-
taculo epistemolégico relacionado a um conceito como o conjunto de causas de lentidao
na aquisicao de um conceito que sao especificas a esse conceito e somente a ele, e sdo tais
que a toma de consciéncia delas é indispensavel para a apreensao desse conceito. A partir
de uma experiéncia realizada junto a alunos, a autora observa que estes discentes ainda
precisam superar sérios obstaculos relacionados as no¢des de nimero e infinito, apesar de
eles terem passado por um ensino sistematico dessas nogoes.
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Seguindo a mesma linha de pensamento, Doumbia (2020) reforca que, devido a im-
portancia fundamental do conceito de funcdo na construcao do conceito de limite, a supe-
racao dos obstaculos associados a ela é de particular importancia, e é necessario manter
uma certa reserva com relagao aos métodos demonstrativos ou intuitivos de introducao das
nocoes de tangente ou limite usando diferentes representacdes geométricas.

No seu estudo, Sierpinska (1985) identifica um conjunto de obstaculos epistemol6-
gicos relacionados aos processos de conceitualizacao da nocao de limite, a saber: horror ao
infinito, obstaculos ligados a no¢do de funcao, obstaculos “geométricos’, obstaculos “16gi-
cos” e o obstaculo do simbolo.

Uma outra pesquisadora do conceito de limite é Artigue (1996a), que identificou ou-
tros tipos de obstaculos, como:

- O significado comum transmitido pelo termo limite, que favorece uma concepgao
do limite como uma barreira intransponivel e até mesmo inalcangavel, como uma fronteira
ou até mesmo como o termo final de um processo, o que também tende a reforcar concep-
¢6es monotonas estritas de convergéncia,

- O principio da“continuidade” (assim denominado em referéncia a Leibniz), que con-
siste em tratar o processo de limite como um processo algébrico “finito”, transferindo para o
limite as propriedades comuns aos elementos do processo e, de modo mais geral, nao pres-
tando atencao ao que diferencia essa operacao especifica das operagdes algébricas usuais,

- Concepgodes que sao muito dependentes de uma “geometria da forma” que ndo nos
forca a identificar claramente os objetos exatos envolvidos no processo de limite e a topo-
logia subjacente. Isso dificulta a percepc¢ao da interacao sutil entre a estrutura numérica e a
estrutura geométrica subjacente ao processo de limite, e induz ou reforca convicgdes erro-
neas, como a crenca constante de que se um objeto tende “geometricamente”a um objeto,
todas as quantidades associadas a ele terao como limite os valores correspondentes das
quantidades para o objeto limite.

A autora também se refere as dificuldades associadas ao status operacional e estru-
tural duplo do limite, que se refletem na dificuldade de se afastar de uma visao de limite
simplesmente em termos de um processo, a fim de dissociar claramente o objeto limite do
processo pelo qual ele foi construido e dar a ele uma identidade prépria.

A aquisicao de conhecimento do conceito envolve o enfrentamento e a superagao
de um numero suficiente desses obstaculos. Portanto, uma aula sobre o conceito de limite
deve permitir que os obstaculos aparecam e sejam superados. As praticas atuais em sala de
aula nao estao de acordo com essa visao.

Analise das organizacoes praxeologicas do conceito de limite

As praticas relacionadas a nocao de limite variam, e essa diversidade se estende a
definicao do limite de uma funcdo em um ponto a em RR. Para alguns, a formulacao de“/ é o
limite de fquando x tende para a” é:
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Definicdo 1: Dizemos que se li_II>1 f (SU) = /, para qualquer sequéncia X_que tende
x a
para a, a sequéncia f(x ) tende para /.

Esta definicao enfatiza o aspecto covariante do limite, em outras palavras, respeita a
ordem “natural” entre os conjuntos inicial e final da funcdo considerada, o que parece corres-
ponder as formulagdes espontaneas dos alunos. Ela leva em conta as conotacdes dinamicas
da expressao “tende a"

Job (2011) aponta que esta definicdo coloca em jogo sequéncias, em vez de séries.
Portanto, ela esconde o aspecto “aproximagao” subjacente a nocao de limite, presente na
definicdo 2 (cf. abaixo). A definicdo 1 explica melhor as intuicées dinamicas subjacentes a
expressoes como “tender para” do que a definicao em épsilon e delta; no entanto, “tender
para” se refere a um movimento continuo, enquanto a definicao 1 lida com o discreto ao se
basear em sequéncias.

Para algumas pessoas, a formulagao de “/ € o limite de f quando x tende para x," é:

Definicdo 2: Ve >035>0, Vx€Df |x—x] <8 = [f(x)—*|<e, enquanto
para outros é:

Definicdo 3: ¥e > 036 >0, VxEDf 0<|x—x5| <8 = |f(x)—2| <e. Além

disso, em cada caso, usa-se a mesma notacdo lim f (z) = /.
TrT—ra

Para Job (2011), a definicao 2 reflete o aspecto de aproximacao subjacente ao concei-
to de limite. Uma segunda ideia é usar, para definir o limite de uma funcao, uma abordagem
semelhante aquela utilizada para definir o limite de uma sequéncia. O tipo de quantificacao
universal utilizado na definicdo 2 é, de certa forma, mais facil do que a quantificacdao univer-
sal que aparece na definicao 1, porque nao exige que consideremos uma infinidade dupla
de objetos; seus objetos (0s reais) sao “mais simples” do que as sequéncias e, além disso, nao
precisamos considerar todos eles, apenas o menor.

A definicdo 2 ndo leva em conta os aspectos dinamicos do conceito de limite. Ela ndo
respeita a ordem “natural” entre os conjuntos inicial e final da funcdo em consideracao. A
quantificacdo universal “para todo €” mascara a ideia de que estamos interessados apenas
em valores“pequenos”de €. As vezes, ela estabelece uma dialética entre covariancia e contra
variancia (DOUMBIA, 2020).

Se considerarmos a definicdo 2: « Ve > 036 >0, Vx€Df |x—xy|<é =
|f(x) — €| < €», percebe-se x pode ser igual a x, se f € definida em xo Neste caso, teremos

¢ =f(xo) e consequentemente f é continua em x,. Com efeito, Ve > 03 § > 0 |x —x,| < 6

—Iﬂx:)fﬂ > 0.Sejac = L& hega-

= |f(x,) — €| < £.Supde-se que f(xg) - £ # 0, entéo .

se, portanto, a | f (x,) — £|< w, 0 que é uma contradicao, entao f(xy)- £=0, isto é: f(xg)= £
(DOUMBIA, 2020).

O autor observa que essa demonstracédo se baseia na seguinte propriedade: Ve > 0 |x|
<0< x=0.Em R, ser o mais préximo que quisermos, significa igualdade. Nesse conjunto
R, a nocao de “nimeros consecutivos” ndo existe; cada nimero é seu préprio sucessor. A
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partir deste ponto, temos a completude de R, ou seja, podemos representar pela reta nu-
mérica. Essa nocao de nimeros consecutivos funciona em conjuntos como Z e N. Nesses
conjuntos, cada elemento tem um predecessor e um sucessor.

Para a definicao 2, as seguintes propriedades podem ser estabelecidas:

Propriedade 1: Uma funcéo f definida em x, tem um limite em x se o limite de f(x)
quando x tende a x for igual a f(x).

Propriedade 2: Seja f uma funcao definida em x, se f tiver um limite em x0, entdo f é
continua em x,.

Propriedade 3: Seja f uma funcao e a um numero real. Se f tiver um limite em a, entdo
f é continua em a ou pode ser estendida pela continuidade em a.

Com essa defini¢ao, tendemos a confundir o limite e a continuidade em um ponto, o
limite e aimagem. Considere o exemplo a seguir:

Considere a seguinte funcao definida por f(x)=x+1 se x e f(1)=2

Figura 2 - llustracao da situacao
S R AU R S S

Fonte: Doumbia (2020, p. 79)

Neste exemplo, f é definida em 1, mas, 3161_{% f (x) = 2, mas f(1) = 1, fnao é continua
em 1 e f ndo pode ser estendida por continuidade em a. Portanto, f ndo tem limite em a.

Vamos, agora, analisar a terceira definicao formulada da seguinte forma:

Ve>036>0, VxEDf 0<|x—xy| <6 = |f(x)— 2| < €. Estadefini-
¢ao mostra claramente que x nao pode ser igual a x . Ela também mostra que ¢ dificil atingir
o limite. Uma funcao f definida em a pode ter um limite em a que é diferente de f(a). A funcao
definida por f(x)=x+1 se x # 1 e f(1)=2 admite um limite em 1 igual a 2 ; mas nao é continua
em 1, pois (1) # 2.

Continuando com a definicdo 3, a seguinte propriedade funciona:“Quando f tem um
limite a esquerda em a e um limite a direita igual em a, entao f tem um limite em a”" Essa
propriedade nem sempre é verificada com a definicao 2.

Embora a maioria dos resultados seja valida com ambas as definicdes, ndo se pode
generalizar, pois pode levar a resultados falsos. As definicdes 1 e 2 se contradizem. Se f ndo
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estiver definida em a, as definicoes 2 e 3 sdo equivalentes. Mas se f estiver definida em a, as
duas definicdes se contradizem. Se a funcao f for continua em a, as duas definicdes coinci-
dem.

Aqui, podemos dizer que a definicdo 3 é uma restricao da definicdo 2, porque a defi-
nicao 3 pode ser obtida da definicdo 2 ao tomar uma restricao da funcao f. Seja g a restricao
de f a Df-{a}, tem-se que im./ ) =1im&*). A definicdo 3 tem mais potencialidade que a

X—=a X—>1

d(i‘ﬁn igéo 2. X#Fa

Um dos problemas marcantes da nocao de limite é a escrita simbdlica da definicdo
formal:

Ve >036 > 0, VxeEDf 0<|x—xy|< 8§ = |[f(x)—2| < €. Ha
uma tendéncia de ler as coisas de forma linear, ou seja, comecando de 0 < |x - x| < 6 para
determinar a relacdo |f(x) - Z| < €. A exclusdo de quantificadores é um obstaculo “légico” a
compreensdo da definicao formal do conceito de limite. E como se conhecéssemos & de
antemao. Isso ocorre porque esse é um numero muito pequeno. Esquecemos que € é uma
funcao de f(x) e . Sierpinska (1985, p. 54) observa que:

outro problema ligado a ordem dos quantificadores na definicao de limite é o sequin-
te:a fungdo nos leva do eixo x para o eixo y, enquanto quando estudamos o limite em
um ponto da funcdo vamos na direcao oposta.

A definicdo nao é interessante a menos que assumamos que a é um ponto aderente
a A. De fato, se esse nao for o caso, podemos encontrar UEVa tal que UNA=0, e a condicao
f(UNA)c V é entdo verificada para qualquer nimero LER e qualquer VEV ; qualquer nimero
real seria entdo o limite de f quando x tende a a. Vejamos o seguinte exemplo para ilustrar
nosso argumento: Seja a funcao f definida por sua representacao gréfica:
Figura 3 - llustracao da situacao
s B o s e o s [+ - .

Fonte: Doumbia (2020, p. 84)
Aqui, 0 ndo é um valor de aderéncia de Df, porque V=]-1/2;1/2[ é uma vizinhanca de
0, VNDf é vazio. Portanto, f(VNDf) = @ que esta incluido em qualquer intervalo de IR. Assim,
qualquer nimero real é o limite de f(x) quando x tende a 0.

Nao devemos separar os dois membros da sentenca: “f(x) tende a I” e “x tende a a’,
porque nenhum deles, considerado isoladamente, tem qualquer significado matematico.
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Temos dois tipos de dificuldade no registro algébrico: a dificuldade ligada aos simbo-
los dos quantificadores (existenciais e universais) e a dificuldade l6gica ligada ao significado
da implicacao, a exclusao dos quantificadores e a sua ordem.

Na escrita, Ve>0, 386>0 VxED,; 0<|x-x, [<& = [f(x)-/|<8, vamos da esquerda para a di-
reita, mas o método intuitivo queima duas etapas Ve>0, 3 6 >0 e comeca diretamente com:
0<|x-x, |<& =|f(x)-/|<&. Isso corresponde a exclusdo de quantificadores, conhecida como obs-
taculo I6gico. Devemos partir de Ve>0, ou seja, de f(x) e | para ter [x-x |<8, porque o dado de
f(x) e | determina € inteiramente. O problema é mostrar que V € >0 existe & > 0 que satisfaz
a condicao.

Essa analise permitiu, de acordo com Doumbia (2020), situar o problema didatico, ou
seja, 0 descompasso entre a nogao de limite e sua definicdo formal, e os tipos de problemas
decorrentes do problema de ensino e aprendizagem: a nocao de limite é covariante; mas
sua definicdo formal é as vezes, contravariante, as vezes, covariante, e as vezes temos uma
dialética entre os dois aspectos. Essa analise também permitiu evidenciar a razao de ser da
definicao formal do conceito de limite.

A partir desse estudo, Doumbia, Almouloud e Farias (2024,) construiram o mapa con-
ceitual (Figura 4) que destaca alguns dos objetos matematicos que alimentam o conceito de
limite e as no¢des matematicas construidas usando o limite.

Figura 4-Mapa conceitual do modelo epistemolégico de referéncia
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Fonte: Doumbia (2020 p. 115)
Este mapa mostra que a nocgao de limite esta intimamente ligada aos conceitos de
funcao, variavel, integral, derivada, continuidade, conjunto, inequag¢des com valor absoluto,
l6gica e topologia de R e a nocdo de infinito.

Este estudo também revela que é a definicao intuitiva que surge entre os alunos,
se perpetua e se estabelece como um obstaculo. E necessario introduzir o limite; mas ele
é limitado, pois é uma qualificacao aproximada da definicao formal, permite que os alunos
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tenham uma ideia do que é o limite, reforca o obstaculo “uma funcao nao atinge seu limite”,
o limite é o limite a esquerda, o limite é uma nocao dinamica. A definicao formal exata nao
surge devido a maneira como é ensinada; ela é dada de forma grosseira e aplicada a casos
simples, nao ha uma analise fina em torno dela.

CONCLUSOES

Tal como a definimos neste artigo, a epistemologia e os estudos a ela relacionados re-
forcam a ideia de que o significado dos conceitos, os problemas a eles associados, a posicdo
relativa de um elemento do saber em um saber mais amplo que o engloba, e a variabilidade
desses dados segundo periodos e instituicdes, entre outras, ajudam na compreensao do
funcionamento de um sistema didatico (DORIER, 2015).

A pesquisa em didatica da matematica é de natureza experimental, mas o trabalho
de “campo” (observacdes, experimentos, analise do trabalho dos alunos etc.) é sustentado
geralmente por um estudo da dimensao epistemoldgica do saber matematico. Portanto,

[..] a epistemologia em agao no trabalho didatico precisa inventar novas ferramentas,
desafiar-se com o mero funcionamento da matematica aprendida e investigar novos
territdrios. Além disso, o pesquisador em didética ndo pode se contentar com uma vi-
sao interna do sistema de ensino, mas deve analisar o processo complexo que leva da
producédo do saber na comunidade matematica ao seu ensino, colocando a questao
do conhecimento no contexto mais amplo da constituicdo do saber. (DORIER, 2015, p.
109, traducéo livre)

Além do mais, os resultados das reflexdes empreendidas corroboram com os de
Andrade, Oliveira, Feitosa (2018), quando enfatizam que a didatica esta intrinsecamente
relacionada com a epistemologia, ja que uma de suas fun¢des é estudar as organizagoes
matematicas e as organizagOes didaticas que permitem desenvolver ferramentas tedrico-
-metodoldgicas para ensinar e/ou aprender as praxeologias matematicas (CHEVALLARD,
1999). Esta relacdo estreita acontece pelo fato de a didatica da matematica investigar os
fatores que influenciam os processos de ensino e de aprendizagem, e propor alternativa
tedrico-metodoldgicas que tém potencial para construcao do significado de conceitos ma-
tematicos pelo aluno e/ou pelo professor de matematica em formacdo, e minimizar a resis-
téncia de alguns obstaculos de natureza epistemologia e didatica.

No bojo desta reflexao, comungamos com Brousseau (1986, p. 2), quando observa
gue ndo se deve pensar que:

0s obstaculos decorrem apenas da natureza do ser humano, da natureza do conheci-
mento ou da falta de habilidade para ensinar, ja que alguns deles sé podem desapare-
cer ao preco de uma certa evolugdo na cultura e no conhecimento didatico e episte-
moldgico de toda a noosfera (obstaculo cultural). Superé-los esté além do alcance da
acdo docente no sentido classico: eles exigem acdes didaticas de um tipo diferente.

Esses obstaculos perambulam entre a epistemologia relacionada a construcao e ao
significado do saber matematico e a epistemologia do professor que abrange o conheci-
mento cientifico e suas concepg¢odes sobre a disciplina, seu ensino e sua aprendizagem pelos
alunos.
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