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Problemas de uma Operacao e Problemas
que usam uma Operacao Aritmética
Problems of an Operation and Problems using an Arithmetic Operation

Problemas de una Operacion y Problemas al usar una Operacion Aritmética

Pedro Sa'® O
John Fossa?® ©

RESUMO

Este trabalho apresenta os resultados de uma pesquisa que buscou responder a seguinte questdo: O que é um
problema de uma das operac¢des aritméticas? Durante a pesquisa foi formulada uma distin¢do entre problema de
uma operacao e problema que usa uma operagao aritmética. A comparacao entre uma distincdo entre problemas
de uma operacao e problemas que usam uma operacéo aritmética com uma distincdo entre problemas aritméticos
e problemas algébricos proposta pelos autores em 2008 indicou, por meio da andlise da sentenca natural de cada
tipo de problema, que os problemas aritméticos sdo sempre problemas de uma operacdo e que os problemas que
usam uma operacao nem sempre sdo algébricos, mas todos os algébricos usam uma ou mais operagdes aritméti-
cas. Além disso, foi percebido que questdes que envolvem as operagdes aritméticas podem, a partir da sua senten-
¢a natural, ser classificadas sobre perspectivas distintas.

Palavras-chave: Sentenca natural de um problema; Problemas de uma operacdo; Problemas que usam uma
operacao; Problemas aritméticos; Problemas algébricos.

ABSTRACT

The present work presents results originating in research that sought to answer the following question: What is an
arithmetic operation problem? During the study we formulated a distinction between arithmetic operation pro-
blems and problems that use an arithmetic operation. This distinction was compared with that between arithmetic
problems and algebra problems proposed by the authors in 2008. By analyzing the natural language sentences
of each type of problem, the investigation indicated that arithmetic problems are always operation problems and
that, although problems that use an operation are not always algebra problems, all algebra problems use one or
more arithmetic operations. Moreover, it was found that questions involving arithmetic operations can be classi-
fied, with regard to their natural language sentences, according to distinct perspectives.

Keywords: Natural language sentence of a problem; Operation problems; Problems that use an operation;
Arithmetic problems; Algebra problems.

RESUMEN

Este Trabajo presenta los resultados de una investigacion que buscé responder a la siguiente pregunta: ;Cual es el
problema con una de las operaciones aritméticas? Durante la investigacion se formulé una distincién entre un pro-
blema de operacion y un problema que utiliza una operacién aritmética. La comparacién entre una distincion entre
problemas de una operacién y problemas que utilizan una operacién una operacién aritmética con una distincién
entre problemas aritméticos y problemas algébricos propuesta por los autores em 2008 indic9, a través del analisis
de la oracion natural de cada de cada tipo de problemas, que los problemas aritméticos son siempre problemas
de una operacién y que los problemas que utilizan una operacién no siempre son algebraicos, sino que todos los
algebraicos utilizan una o mas operaciones aritméticas. Ademas, se observé que las preguntas que involucran ope-
raciones aritméticas pueden, seguin su oracion natural, clasificarse bajo diferentes perspectivas.

Palabras clave: Oracién natural de un problema; Problemas de una operacion; Problemas que utilizan una
operacion; Problemas aritméticos; Problemas algebraicos.
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Problemas de uma Operacao e Problemas que usam uma Operacao Aritmética

INTRODUCAO

O assunto normalmente denominado de “problemas envolvendo as quatro opera-
¢oes” é um dos que mais comumente é encontrado em trabalhos de pesquisa e em docu-
mentos curriculares relacionados com a matematica escolar do ensino fundamental, como
sendo um que apresenta mais dificuldades para os estudantes. De fato, as pesquisas sobre
o assunto datam dos anos 90 do século passado e ja tém um volume significativo. Podemos
mencionar, a titulo de exemplo, os de Puig (1988), Filloy e Rojano (1989), Martinez (1995),
Linchevski e Hercovics (1996), etc.

Ainda em relacdo a referida problematica, Sa e Fossa (2008 e 2021) apresentaram
consideragdes sobre tipos distintos de situacdes problemas e os seus niveis relativos de difi-
culdade para o estudante. Propunham defini¢des para“problemas aritméticos” e “problemas
algébricos’, que nos proporcionam uma maneira eficaz de distinguir entre essas importan-
tes categorias.

No presente trabalho, aprofundamos a nossa andlise por identificar o conceito de
“problema de operacao aritmética’, em contraste a um problema que usa uma operacao
aritmética, e comparar tais problemas com os referidos problemas aritméticos e algébricos
dados em Sa e Fossa (2008 e 2021).

A DISTINCAO ENTRE PROBLEMAS ARITMETICOS E ALGEBRICOS

Como ja mencionamos, a pesquisa sobre as situagdes problemas tem um volume
consideravel de trabalhos, que procuram determinar os fatores que tornam um problema
mais ou menos dificil para os discentes de diferentes niveis de escolaridade e outros que
visam entender as relagcdes entre a aritmética, a dlgebra e a respectiva transicao entre as
mesmas. A importancia e o estado inconclusivo desses estudos foram destacados em Lins e
Gimenez (1997, p. 113) ao apontarem, da seguinte maneira, para a necessidade de ter uma
compreensao maior entre os dois referidos campos da matematica escolar:

O que precisamos fazer é entender de que modo algebra e aritmética se ligam, o que
elas tém de comum. Feito isso teremos encontrado uma verdadeira raiz, o que nos
permitird repensar a educacao aritmética e algébrica de forma Unica.

S4 e Fossa (2008) foi apresentaram a distincdo entre problemas aritméticos e algé-
bricos. A distincdo tomou como ponto de partida a manifestacao de alguns autores que se
propuseram a distinguir entre problemas aritméticos e algébricos, como é exemplificado no
Quadro 1.

Quadro 1 - Caracterizacao problemas aritméticos e algébricos segundo autores

CARACTERIZACAO ANALISE DA CARACTERIZACAO

“nos problemas de aritmética, ordinaria- | Discordam da afirmacao feita pelo autor devido
mente procuram-se certos nimeros desco- | ao fato de que nos problemas ditos algébricos,
FTD (SD) | nhecidos, por meio de outros conhecidos” | também operamos com quantidades conheci-
das para determinar quantidades desconheci-
das.
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um problema serd um problema aritmético | Essa caracterizagao dos problemas aritméticos
sempre que os conceitos, conhecimentos | também nao é satisfatoria, pois ndo apresenta
Puig ou recursos ndo estritamente aritméticos | critério(s) que permita(m) decidir de maneira
(1988) | dos contextos que aparecem no enunciado | operacional se um dado problema é ou nao
ndo sejam decisivos na hora de resolver o | aritmético a ainda tem uma circularidade na
problema” (p. 19). sua apresentacao.

Fonte: Sa e Fossa (2008)

Os autores defenderam que, para os propésitos da Educagao Matematica, seria mais
importante identificar o que distingue a algebra da aritmética em vez de tentar fazer uma
caracterizacgao isolada do que seja a aritmética. Por isso, buscaram elaborar uma conceitua-
¢ao do problema a partir da seguinte pergunta: qual a diferencga/relagao entre um problema
algébrico e um problema aritmético?

Para enveredar nessa abordagem, Sa e Fossa (2008) procuraram esclarecimentos pro-
venientes da Histéria da Matematica, analisando, por exemplo, procedimentos matemati-
cos das civilizagcoes egipcia e babildnica, bem como a distincao dos gregos antigos entre a
“logistica” e a “aritmética”. Para os propdsitos do presente resumo, talvez seja oportuno nos
limitar a revisitar a origem da nossa palavra dlgebra na matematica arabe da Idade Média.

Na exposicao de Roque (2012, p. 196):

O termo “algebra”tem origem em um dos livros drabes mais importantes da Idade Mé-
dia: Tratado sobre o cdlculo de al-jabr e al-muqabala, escrito por Al-Khwarizmi. A pa-
lavra al-jabr, ou “algebra’, em arabe, era utilizada para designar "restauracao’, uma das
operacdes usadas na resolucao de equagdes. Ja a al-mugabala queria dizer algo como
“balanceamento” Trata-se, de fato, de duas etapas do método para resolver equacoes.

Isto indica que a algebra resolve equacdes pela transposicao e pelo cancelamento
de seus termos. Assim, S& e Fossa (2008) propuseram, basicamente, que um problema seria
aritmético caso sua resolucao exija apenas a execu¢dao de uma ou mais operagoes aritmeé-
ticas, enquanto seria algébrico caso exija o uso de propriedades da igualdade (al-jabr, e al-
-mugqabala).

Assim, apés analisarem os problemas envolvendo as 4 operacdes com nimeros natu-
rais e fracionarios, Sa e Fossa (2008) agruparam os problemas envolvendo uma sé operagao
em dois grupos:

1° grupo-0s problemas em que a pergunta/incognita esta isolada num dos mem-
bros da igualdade ap6s sua modelacao (traducao dos dados para linguagem simbdlica).
Nestes problemas, normalmente, a igualdade é utilizada para indicar o resultado da opera-
¢ao realizada, ou seja, a igualdade é usada para representar transformacdes ou resultados.
As questdes a seguir sao exemplos de problemas do 1° grupo:

a) Tinha R$ 50,00 e ganhei RS 20,00 num sorteio. Com quanto fiquei? (Neste problema a
modelacdo é 50 + 20 =7);

b) Um vendedor possuindo 150 metros de fio de telefone fez uma venda de 80 metros.
Quantos metros de fio restaram ao vendedor apds a venda? (Neste caso a modelacao
do problema é 150 - 80 =7);

Revista de Matematica, Ensino e Cultura—REMATEC, Belém/PA, n. 52, €2024006, 2024 3



Problemas de uma Operacao e Problemas que usam uma Operacao Aritmética

¢) Um cinema possui 15 fileiras com 18 cadeiras cada. Nao sendo permitido que se assista
filme em pé, qual é o nimero maximo de pessoas que podem assistir um filme por ses-
sdo neste cinema? (Neste caso a modelacao é 15x 18=7);

d) Tenho 1200 bombons para distribuir igualmente em cinco caixas. Quantos bombons
devo colocar em cada caixa? (Neste problema a modelacao é 1200 =+ 5=7).

Desta forma, para um problema do 1° tipo, esta associada uma das seguintes expres-
sdes:1)c+b=72)c—b=73)cxb=7e4)c+b=7 Nestes problemas, a operacao é esco-
Ihida diretamente a partir de sua conotagdao semantica, ou seja, da transformacao ocorrida
com os dados que esta indicada pelo enunciado do problema.

2° grupo-0s problemas em que a pergunta/incégnita nao esta isolada em um dos
membros da igualdade apds sua modelagem. Nestes problemas, a igualdade é utilizada
para indicar a relacao de equilibrio exigida entre os dados, ou seja, a igualdade é utilizada
para indicar equilibrio. As questdes a seguir sao exemplos de problemas do 2° grupo:

a) Meu pai tinha certa quantia no seu cofre. Depois de guardar a quantia de R$25,00 pas-
sou a ter RS 78,00. quanto papai tinha no inicio? (? + 25 = 78);

b) Fui ao comércio com uma certa quantia. Apos gastar RS 156,00 verifiquei que ainda me
restavam R$ 95,00. Com quanto cheguei ao comércio? (?—156 = 95);

¢) Um comerciante possuia 2000m de arame, ap6s vender alguns metros verificou que
ainda tinha 1890m de arame. Quantos metros de arame o comerciante vendeu? (2000
—7=1890);

d) O triplo de uma certa quantidade é 120. Qual é a quantidade? (3 x ? = 120);

e) Distribui 28 brinquedos entre algumas criancas. Cada crianca recebeu 4 brinquedos.
Quantas criancas participaram da distribuicdo? (28 + 7 = 4);

f) Uma certa quantidade de brinquedos foi distribuida igualmente entre 9 criancas. Cada
crianca recebeu 5 brinquedos. Qual a quantidade de brinquedos que foi distribuida? (
7+9=5).

Para um problema do 2° tipo, esta associada uma das seguintes expressoes: 1) ? + a =
b,2)a+?=b,3)?7-a=b,4)a-7=b,5)ax?=b,6)?xa=0b,7)a+?=be8)?+a=>b.Neste
tipo de problema, ao contrario do que acontece com os de 1° tipo, a escolha da operacao
é feita com base na propriedade da operacao inversa. O estudo de Nesher, Greeno e Riley
(1982) mostrou que os problemas aditivos do 2° tipo sao mais dificeis para os alunos.

O motivo desta dificuldade pode esta no fato de que estes problemas sao apresenta-
dos, normalmente, apds o ensino de cada uma das operagcdes fundamentais e que as mes-
mas sdo apresentadas com grande apelo ao seu significado semantico, ndo destacando as
relacdes entre as operacoes.

Dado tudo isso, Sa e Fossa (2008) propuseram as seguintes defini¢des:

Definicdo 1. Problema Aritmético é aquele problema que, em sua resolucao ope-
racional, ndao sao usadas de maneira implicita ou explicita as propriedades da igualda-
de.
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Exemplo: Um cinema tem 25 fileiras de 18 cadeiras cada. Nao sendo permitido assis-
tir filme em pé, quantas pessoas sao necessarias para lotar o cinema trés vezes?

Os problemas aritméticos podem ser divididos em: simples e combinados.

Definicdo 2. Problemas aritméticos simples sao aqueles problemas aritméticos
que s6 envolvem uma operacao na sua resolucao.

Exemplo: Uma caneta custa R$2,00. Quanto custam 7 dessas canetas?

Definicdo 3. Problemas aritméticos combinados sdo aqueles problemas aritméticos
que envolvem duas ou mais operacées ou a repeticdo de uma mesma operag¢do na sua resolu-
¢do.

Exemplo: Uma pessoa foi a feira com R$50,00. Comprou R$5,00 de frutas e R$13,00 de
verduras. Quanto lhe sobrou do dinheiro?

Definicdo 4. Problema algébrico é aquele problema em que, na sua resolucao
operacional, sao usadas de maneira explicita ou implicita as propriedades operacio-
nais da igualdade.

Exemplo: Um nimero somado com seu dobro é 36. Qual é o nimero?

Os problemas algébricos podem ser dos seguintes tipos: imediato simples, imedia-
to combinado e estruturado.

Definicdo 5. Os problemas algébricos imediatos simples sao aqueles problemas
algébricos que, na sua resolucao, é usada apenas uma opera¢ao sem o uso explicito de
uma variavel ou incognita.

Exemplo 1: J4 li 125 paginas de um livro de 438 paginas. Quantas paginas ainda fal-
tam eu ler para terminar a leitura do livro?

Exemplo 2: Uma duzia de canetas custa R$36,00. Quanto custa uma dessas canetas?

Definicao 6. Os problemas algébricos imediatos combinados sdo aqueles proble-
mas algébricos em que, na sua resolugédo operacional, so efetuadas mais de uma operagédo sem
o uso explicito de incégnita ou quando pode ser decomposto em problemas aritméticos simples
e problemas algébricos imediatos.

Exemplo 1: O dobro de minha idade mais cinco anos equivale a cem anos. Qual é a
minha idade?

Exemplo 2: Uma duzia de canetas custa R$36,00. Quanto custam sete dessas canetas?
Pois, 0 mesmo pode ser decomposto nos seguintes problemas:

1. Uma duzia de canetas custa R$36,00. Quanto custa uma dessas canetas? (que é algébri-
co imediato simples).

2. Uma caneta custa R$3,00. Quanto custam sete canetas? (que é aritmético).
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Definicdo 7. Os problemas algébricos estruturados sao aqueles problemas algé-
bricos que, na sua resolucao, é necessario o uso de variaveis ou incognitas, para que
fique mais compreensivel a resolucao.

Exemplo: Repartir a quantia de R$210,00 entre trés pessoas de tal modo que o segundo
receba R§50,00 a mais que primeiro e que o terceiro receba R$ 80,00 a mais que o segundo.

Dos exemplos apresentados acima podemos concluir que os problemas com as qua-
tro operagdes produzem tanto problemas aritméticos quanto problemas algébricos. Quan-
to a modelagao dos problemas aritméticos e algébricos podemos afirmar que:

+ A modelacao de um problema aritmético sempre resulta numa expressao em que
o valor desconhecido fica isolado no segundo membro da igualdade;

« A modelacdao de um problema algébrico sempre resulta numa expressao em que o
valor desconhecido néo fica isolado.

Levando essas ideias para ambientes mais gerais como o de um anel (A, +, -), temos
que uma expressao do tipo (a-b)+d =x,coma, b, d, x € A, corresponde a expressao de uma
questdo aritmética, enquanto (a-x)+b =d, com a, b, d, x € A e x desconhecido, corresponde
a uma expressao de um problema algébrico.

Os problemas envolvendo as operacdes fundamentais da aritmética podem ser visu-
alizados por meio da Diagrama 1.

Diagrama 1 - Problemas envolvendo as quatro operacoes

Problemas envolvendo as
quatro operagdes

Operaragdes operacoes

Problemas aritméticos Problemas algébricos

—
_

Combinado

Fonte: Sa e Fossa (2008)

Realizando a modelacao dos problemas em relagdao a cada umas das operagoes arit-
méticas, obtemos o Quadro 2.
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Quadro 2 - Modelacdo de problemas aritmético envolvendo uma operacao aritmética

PROBLEMA DA OPERACAO MODELACAO

Adicao b+c=7?
Subtracao b-c=7?
Multiplicagcao bxc=7?
Divisao b+c=7?

Fonte: Elaboracdo dos autores

O Quadro 2 sublinha o fato de que as sentencas de modelacao dos problemas arit-
méticos tém a caracteristica de ter a quantidade desconhecida isolada num dos membros
de sentenca.

O Quadro 3 apresenta as sentencas de modelagao dos problemas algébricos com
uma operagao.

Quadro 3 - Modelacdo de problemas algébricos envolvendo uma operacdo aritmética

PROBLEMA DA OPERACAO MODELACAO
Adicao a+?=>b
?+a=>b
Subtracao a-?=>b
?—a=b
Multiplicagao ax?=b
’xa=b
Divisao a+?=b
?+a=>b

Fonte: Elaboracao dos autores
O Quadro 3 sublinha o fato de que as sentencas de modelacao dos problemas algé-

bricos envolvendo uma operacao tém a caracteristica de nao ter a quantidade desconhecida
isolada num dos membros da sentenca de modelacao.

As consequéncias da distincao entre problema aritmético e problema algébrico apre-
sentadas por Sa s Fossa (2008) estao registradas no Quadro 4.

Quadro 4 - Consequéncias da distincao de problema aritmético e algébrico

CONSEQUENCIA DESCRICAO

1a E possivel explicar a diferenca de dificuldade entre os problemas aditivos de mesmo
tipo.

Muitos problemas que sao apresentados aos alunos das séries iniciais como proble-

mas aritméticos ndo sao aritméticos, mas sim problemas algébricos imediatos.

Os problemas envolvendo a operacao de subtracdo de nimeros naturais que sao de-
3a nominados de problemas de “completamento” e “comparacdo” sao na realidade pro-
blemas algébricos imediatos,

Muitos dos problemas envolvendo operacées com fracdes que sdo apresentados aos
4a alunos das séries iniciais como problemas aritméticos ndo sdo aritméticos, mas sim
problemas algébricos imediatos.

Os problemas envolvendo fracdes podem ser vistos em dois grupos, o dos aritméticos

52 o :
e o dos algébricos, ou seja:

60 Os problemas envolvendo o conceito de porcentagem também podem ser agrupa-
dos em problemas

72 Os problemas de célculo de razdo em duas grandezas sao aritméticos.

82 Os problemas envolvendo propor¢édo sao algébricos.

Fonte: Sa e Fossa (2008)
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As consequéncias registradas no Quadro 4 certamente podem ser ampliadas e revis-
tas a medida que outros estudos sobre o tema sejam realizados.

Em Sd e Fossa (2021), nés revisamos as definicdes de problemas aritméticos e proble-
mas algébricos propostas no trabalho de 2008. A revisao se deu com base nas caracteristicas
observadas sobre o isolamento, ou nao, do valor desconhecido nas sentencas de modelacao
dos problemas aritméticos e algébricos, respectivamente.

As definicdes propostas foram as seguintes.

DEFINICAO 8. Um problema envolvendo uma operacao aritmética é dito aritmé-
tico quando o valor desconhecido fica isolado num dos membros da sua sentenca de
modelacao.

DEFINICAO 9. Um problema envolvendo uma operacéao aritmética é dito algébri-
co quando o valor desconhecido nao fica isolado num dos membros da sua sentenca
de modelacao.

Essa revisao também alterou a definicao de problema algébrico imediato e de pro-
blema algébrico estruturado por meio das seguintes defini¢oes.

DEFINICAO 10. Um problema algébrico é dito algébrico imediato quando na sua
resolucao operacional nao ha necessidade de realizar operacoes com a quantidade
desconhecida da sentenca de modelacao.

DEFINICAO 11. Um problema algébrico é dito algébrico estruturado quando na
sua resolucao operacional ha necessidade de realizar operacoes com a quantidade
desconhecida da sentenca de modelacgao.

As definicoes revisadas sao equivalentes as anteriores, mas fazem com que a identifi-
cacao dos problemas aritméticos e algébricos seja mais facil de realizar, pois bastar observar
o isolamento ou nao da quantidade desconhecida apds a elaboracao da sentenca de mode-
lacdo de um dado problema envolvendo operagdes aritméticas.

Na proxima secao do presente trabalho, apresentaremos uma definicao de “proble-
ma de uma operacao aritmética” e consequéncias da mesma.

OS PROBLEMAS DE UMA OPERACAO ARITMETICA

Nos livros didaticos e, em consequéncia, na maioria das aulas destinados aos anos
iniciais do ensino fundamental, ap6s o estudo das operagdes fundamentais com os nimeros
naturais, ¢ comum encontrarmos uma secao dedicada a resolucao de problemas envolven-
do as operagdes estudadas. Os problemas que aparecem nessas secoes sofreram variacoes
significativas de metade do século passado até os dias atuais. Em Gomes e S& (2001), encon-
tramos um estudo das variagcdes acorridas nas questdes envolvendo as operacdes com na-
turais mostrando que as questdes sobre esse assunto podem ser divididas em dois grandes
grupos:
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« Os problemas envolvendo as operagées com naturais;
- As questoes acerca das propriedades das operacoes com naturais.

No estudo em questao, foram analisados 21 livros destinados aos anos que equiva-
lem hoje ao 6° ano do ensino fundamental, cobrindo o periodo de 1951 a 2000. Esse periodo
foi dividido em quatro épocas a saber:

« Antes da Matematica Moderna: periodo que foi de 1951 a 1960;

- Inicio da Matematica Moderna no Brasil: periodo que foi de 1961 a 1970;

+ Auge da Matematica Moderna no Brasil: periodo que foi de 1971 até o | Encontro
Nacional de Educacao Matematica (1987);

« Apos ol ENEM: periodo que foi de | ENEM a 2000.

A analise dos livros mostrou a seguinte distribuicao das médias percentuais dos pro-
blemas e das questdes de propriedades.

O Grafico 1 mostra de maneira mais explicita como se deu a variacao da quantidade
de problemas envolvendo as operac¢des e as questdes envolvendo propriedades das opera-
coes.

Grafico 1 - Distribuicdo das questdes relacionadas as operacdes aritméticas em livros didaticos

Média dos Problemas em Valores Percentuais

120%
100% g.‘_\
80%
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20%

g bl dos Problemas

e i Quesiies Popriedades

Antes da Maemsatica Inicio da Matematica Auge da MaEemétics Apds | ENEM
Moderna Moderna Moderna

Fonte: Gomes e Sa (2001)

Os resultados apresentados deixam claro que, no periodo do Auge da Matematica
Moderna no Brasil, os problemas envolvendo as operacdes com numeros naturais tiveram,
nos livros didaticos, menor frequéncia que as questdes sobre as propriedades dessas opera-
¢oes. A situacao sofreu sensivel mudanca no periodo seguinte. Merece ser registrado que a
menor énfase sobre os problemas poderia ter ajudado a provocar o declinio da capacidade
de resolver problemas com as quatro operacdes que foi registrado em diversos trabalhos so-
bre o0 assunto, como, por exemplo, Santos e Souza (1997). Pois, muitos dos professores atuais
foram formados por escolas que seguiam a risca as recomendag¢des da Reforma do Ensino
de 1971, que era orientada pelo Movimento da Matematica Moderna, no que diz respeito
ao ensino de Matematica.

Em Gomes e S4 (2001), encontramos que os problemas envolvendo o principio mul-
tiplicativo, bem como os quebra cabecas com as operagdes, comegam a surgir nos livros
didaticos apds o auge da Matematica Moderna no Brasil. Este fato provocou-nos a seguinte
pergunta: Todo problema que envolve uma operacao na sua resolucao é um problema
da operacao?
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Respondendo positivamente, temos a seqguinte consequéncia: Os problemas de cal-
culo de area sao de multiplicacdo. Respondendo negativamente, a pergunta que surge € a
seguinte: O que sao os problemas das operacoes?

Talvez a dificuldade esteja em responder a seguinte questdo: o que é cada uma das
operagoes fundamentais? Acreditamos que as operacdes podem ser vistas de dois aspectos:
semantico e simbdlico.

O aspecto semantico diz qual é a pergunta que a operagao responde.

O aspecto simbolico nos da o resultado da manipulacao dos simbolos envolvidos
na realizacdo de cada operacao. Pode ser feito, no caso de nimeros entre 0 e 9, somente
consultando a tabuada da operacao, sem nenhuma interpretacao.

Desse modo, ao resolver o problema “Qual é o troco que me sobra se pago R$18,00
com uma nota de R$50,00?", primeiramente usamos o aspecto semantico das operacdes a
fim de determinar qual operacao deve ser usada e descobrimos que a operacao que deve-
mos utilizar é a subtracdo. Em seguida, usamos o aspecto simbdlico para determinar o re-
sultado da operacao 50—18. O aspecto simbdlico permite que escolhemos entre um grande
numero de técnicas para obtermos o resultado procurado; vao do calculo com dedos ao
uso dos computadores, passando pelos algoritmos, calculo mental e as calculadoras. Ja o
aspecto semantico exige uma certa dose de interpretacao da situagdo e experiéncia com as
operacdes e/ou mesmo técnica de conversao entre registros para que seu uso seja eficaz.

Para responder a pergunta “O que é um problema de uma operacao?’, é preciso que
facamos a distincao entre problema de uma operacao e problemas que usam uma ope-
racao na sua solucao.

Exemplo 1: Paguei uma geladeira em cinco prestacdes iguais de R$58,00. Quanto
custou a geladeira?

Este é um problema em que a determinacao da operacdo é baseada somente na
analise semantica do enunciado.

Exemplo 2: De uma cidade A até uma cidade B, ha 3 caminhos distintos e da cidade
B até a cidade C hd 4 caminhos. De quantas maneiras distintas é possivel ir de A até
C, passando por B?

A escolha da operacdo neste problema ndao depende sé da analise semantica
do enunciado mais também do conhecimento, intuitivo ou formal, do principio
fundamental da contagem.

Para nés, o Exemplo 1 é um problema da operacao multiplicacao, enquanto o Exem-
plo 2 é um problema que usa a operacao multiplicacao na sua resolucao.

Exemplo 3: Doze bananas custam R$2,40. Quanto custa uma banana?
E um problema que usa a divisao, pois a determinacdo da operacdo nio pode ser
baseada somente no enunciado do apresentado.
Exemplo 4: Quero repartir igualmente 120 bombons entre 10 criangas. Quantos
bombons devo dar a cada crianca?
Este é um problema de divisao pois, a partir somente da analise semantica do enun-
ciado do problema, é possivel perceber a operacao que deve ser realizada para responder a

pergunta apresentada.
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Para responder o que significa cada operacao semanticamente, consultamos algu-
mas enciclopédias e o Novo Diciondrio Aurélio de Lingua Portuguesa e obtivemos os resulta-

dos registrados no Quadro 5.

OBRA

Enciclopédia Delta
Universal (1980)

Quadro 5 - Significado semantico das quatro operagdes aritméticas
OPERACAO

Adicéo

SIGNIFICADO

“Adicédo é a operacdo que consiste em reunir duas ou mais coisas para desco-
brir que o seu numero total”. (Vol. 1, p. 71.)

Subtracao

“Subtracdo é uma operacao que consiste em retirar um ndmero de coisas de
outro numero de coisas. Ao efetuar uma subtracdo queremos saber o nimero
de coisas que restam”. (Vol. 13, p. 7431.)

Multiplicagao

“Multiplicacdo é uma maneira de adicionar ou somar ntmeros iguais” (Vol.
10, p. 5514.)

Divisao

“Divisdo é uma maneira de separar um grupo de coisas em partes iguais.” (Vol.
5, p.2602.)

Enciclopédia BARSA
(1995)

Adicéo

“Adicionar dois nimeros ou dois conjuntos de elementos é achar um terceiro
numero ou conjunto que contenha todas as unidades ou os elementos des-
ses dois conjuntos”. (Vol. 1, p. 114.)

Subtracdo

“Subtracédo é a operacdo inversa da adicdo, ou aquela que, dados a soma de
dois nimeros e um deles, tem por finalidade calcular o segundo” (Vol. 1, p.
114.)

Multiplicagado

“Multiplicagdo é a operacao em que se realiza uma adicdo simplificada de par-
celas iguais”. (Vol. 1, p. 115.)

Divisao

“Divisao é a operacao inversa da multiplicacao, ou seja, aquela que, dados o
produto de dois nimeros e um deles, tem por finalidade determinar o segun-
do” (Vol. 1, p. 115.)

Novo Dicionério
Aurélio de Lingua
Portuguesa

Adicdo

“Operacao (Latim Operatione) Ato ou efeito de operar acdo de um poder ou
faculdade de que resulta certo efeito. Matematica Qualquer processo em que
se transforma uma entidade matematica em outra”.

“Total (Latim Medieval Totale) Que constitui ou abrange um todo; completo”
“Adicdo (Latim Additione) Acrescimento, acréscimo, acrescentamento, adita-
mento. Matematica Soma”.

“Acrescentar: ajuntar alguma coisa a outra, para torna-la maior em tamanho,
ndmero ou forga”.

Subtracao

“Subtrair (Latim Subtrahere) Tirar as escondidas ou fraudulentamente. Tirar
(n°, parcela, quantia, etc.) de outro numero, parcela, quantia, etc”.

“Subtracéo (Latim Subtractione) Efeito de subtrair. Aritmética Operacdo inver-
sa da adicao”.

Multiplicacdo

“Multiplicacao (Latim Multiplicatione) Operacao elementar em que se calcula
a soma de n parcelas iguais a um nimero”.

“Multiplicar (Latim Multiplicare) Aumentar em nimero ou importancia, tornar
maior. Aritmética Fazer uma multiplicacao”.

Divisao

“Divisione (Latim Divisione) Aritmética. Operacao que tem por fim determinar
0 maior numero de vezes que um nimero chamado dividendo contém outro
chamado divisor”.

Fonte: Elaboracdo dos autores

De posse do exposto, propomos as seguintes interpretacdes semanticas para cada
uma das 4 operagdes fundamentais com os niUmeros naturais®:

« Adicao: operacao que, dadas duas quantidades que representem a mesma grandeza,

visa responder seguinte pergunta: qual é o total dessa grandeza?

« Subtracao: operacao que, dadas duas quantidades que representem a mesma grande-

za, visa responder a seguinte pergunta: qual é a diferenca entre elas?

3 Ao passar para 0s numeros relativos, essas interpretacdes semanticas teriam de ser revisitadas.
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«  Multiplicacao: operacao que, dado um valor, deseja responder a pergunta: quanto é
esse valor adicionado a ele mesmo vdrias vezes?

- Divisao: operacdo que visa responder a seguinte pergunta: quantas vezes uma quanti-
dade estéd contida em outra?

Assim, os problemas de:

« adicdo sdo os problemas que solicitam um total,

« subtracdo sdo os problemas que solicitam uma diferenca,

«  multiplicacdo sao os problemas que solicitam a determinacdo uma adicao de parcelas
iguais,

« divisdo sao os problemas que solicitam a determinacao de quantas vezes uma quanti-
dade cabe em outra.

Como ja sabemos que em nem todos os problemas a operacao a ser usada é deter-
minada somente com base na sua interpretacao semantica, os problemas envolvendo uma
das 4 operag¢des fundamentais com numeros naturais podem ser divididos em dois grandes
grupos, a saber:

1° grupo: os problemas em que a determinacao da operacéo a ser realizada para
sua resolucdo operacional se baseia exclusivamente no sentido semantico da
operacao;
2° grupo: os problemas em que a determinacdo da operacao a ser realizada para
sua resolucao operacional nao se baseia exclusivamente no sentido semantico da
operacao.

Com base nesses dois grupos de problemas, propomos, por meio das seguintes de-
finicdes, uma distincao entre problema de uma operacao e problemas que usam uma ope-
racao:

DEFINICAO 12. Os problemas de uma operacdo aritmética sao aqueles problemas
em que a determinagdo da operacdo a ser realizada para a sua resolucao operacional se
baseia exclusivamente no sentido semantico da operacao.

DEFINICAO 13. Os problemas que usam uma operacdo sio aqueles em que a
determinacao da operacao a ser realizada para a sua resolucao operacional nao se baseia
exclusivamente no sentido semantico da operacao.

Vejamos alguns exemplos elucidativos.

Exemplo 1: Tinha duas moedas e ganhei trés moedas de meu pai. Com quantas moedas fiquei?

Este é um problema da operacdo adicdo, pois basta a andlise semantica do

enunciado para sabermos que a operacdo que devemos realizar com os dados

contidos no enunciado é a adicao. No campo conceitual aditivo, este problema

é da categoria simples e, segundo Nesher, Greeno e Riley (1982) e ratificada pela

experiencia docente dos autores, é resolvido com sucesso por quase todas as

criangas dos anos iniciais.

Exemplo 2: Tinha cinco bolas. Ganhei algumas bolas e fiquei com oito bolas.

Quantas bolas ganhei?

Esse problema é normalmente visto como um problema de subtracao. Devido
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bastar calcular 8-5 para obtermos o valor procurado. Entretanto, a andlise
semantica do problema nao aponta para tal operacdo. Nesse caso a operacao
subtracao é usada como inversa da adicao e, portanto, sua determinagao nao tem
origem no seu sentido semantico.

Segundo Lindvall e Ibarra (1980), um dos equivocos mais comuns nesse tipo de pro-
blema é o de somar os valores apresentados no enunciado, numa clara confusao entre as
informacgdes contidas no enunciado, que remetem a ideia de adicao, e a operacdo usada
para determinar a quantidade solicitada a partir das informagdes dadas. Nao consideramos
esse problema com sendo da operagao subtracdo e sim que usa a referida operagdo na sua
resolucao. Portanto, o consideramos como um problema do 2° grupo acima apresentado.

Exemplo 3: Tinha oito bombons e dei dois a meu irmao. Com quantos bombons
fiquei?

Nesse problema, somente com base na andlise semantica do enunciado, é
possivel determinar que a operagdo envolvida é a subtragao. Devido ao exposto,
consideramos o problema em questao como sendo um problema da operacao
subtracdo. Segundo Nesher, Greeno e Riley (1982), o desempenho dos estudantes,
desde os anos iniciais, € bem melhor que em problemas do tipo apresentado no
Exemplo 2.

Exemplo 4: Tenho duas camisas e trés calcas. De quantas maneiras distintas posso
vestir-me usando uma camisa e uma calga?

Este é um problema que utiliza a operacdo multiplicacdo na sua resolucao, pois
s6 conhecendo o principio fundamental da contagem é que concluimos pela
multiplicagao do niumero de camisas pelo ndmero de calgas para obter a solucao
do problema.

Observamos ainda que sempre ha resolucdes alternativas para problemas matemati-
cas. No Exemplo 4, por exemplo, basta a pessoa fazer um quadro com dupla entrada e logo
percebera que é suficiente calcular o produto dos nimeros dados no problema, aparente-
mente fazendo assim de o problema um de multiplicagao. Ao agir assim, porém, a pessoa
nao esta simplesmente fazendo uso da interpretacao semantica da operacao multiplicacao
e sim incorporando relagdes simbdlicas na interpretacao que ela da ao problema. Desta
forma, efetivamente, ela mescla os dos aspectos (semantico e simbdlico) do problema. Em
consequéncia, ao nosso ver, o problema permanece do tipo dos que usam a operacao. Nao
obstante, o fendmeno da mesclagem dos dois aspectos pela interpretacdo merece mais in-

vestigacao.

Exemplo 5: Pagarei uma divida em cinco parcelas iguais de R$20,00. Qual o valor
da minha divida?

Esse problema tem a determinacao da operacao (adicdo ou multiplicacdo) com o
uso exclusivo da andlise semantica do enunciado. Portanto, esse problema é do
tipo problema de uma operacao.

Exemplo 6: O preco de cinco canetas é R$10,00. Quanto custa uma caneta?

Esse problema parece ser da operacao divisdo. Entretanto, se analisarmos melhor
seu enunciado nao encontramos o sentido semantico da operacao divisao. Antes
usa uma relacdo fundamental no comércio que é a seguinte: a quantidade de
mercadoria vezes o preco unitario da o valor a ser pago. O uso da operacéo divisao
na resolucao se deve ao fato da mesma ser a inversa da multiplicacdo e permitir
a determinacéo do valor unitario de uma das cinco canetas na relacdo 5xPreco =
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20. Logo, o consideramos como sendo do tipo que utiliza a operagao, neste caso a
divisdo.

Exemplo 7: Tenho 20 figurinhas e quero reparti-las igualmente entre meus quatro
primos. Quantas figurinhas cada primo devera receber?

Neste problema somente a analise semantica do enunciado é suficiente para
determinar a operacao que deve ser utilizada para resolver o problema, no caso a
divisao. Portanto, consideramos esse problema como sendo um de uma operacao.

De acordo com a classificacdo apresentada dos problemas envolvendo as operacoes,
os problemas de uma operacao sao mais faceis que os problemas que utilizam a operacao
na sua solucao. Como podemos observar entre os problemas que usam uma operagao ha
um grupo que nao depende de resultados de outros campos da Matematica, como é o caso
dos problemas apresentados nos Exemplos 2 e 6, e um grupo que depende de resultados de
outros campos da Matematica, como é o caso do problema apresentado no Exemplo 4. Des-
se modo, podemos subdividir os problemas que usam uma operagao em duas categorias: 1)
os independentes e 2) os dependentes.

Assim propomos as seguintes definicoes.

DEFINICAO 14. Os problemas que usam uma operacao sao ditos independentes,
quando para determinar a operacao a ser utilizada na sua resolucao operacional nao
depende de resultados de outros campos da Matematica.

DEFINICAO 15. Os problemas que usam uma operacao sao ditos dependentes,
quando para determinar a operacao a ser utilizada na sua resolucao operacional de-
pende de resultados de outros campos da Matematica.

Vejamos alguns exemplos elucidativos.

Exemplo 8: Uma pessoa tinha algumas canetas, ganhou 7 e passou a ter um total
de 12 canetas. Quantas canetas a pessoa tinha antes de ganhar as 7 canetas?

Este problema tem a seguinte sentenca de modelagdo ?+7 = 12. Logo, com base no
principio aditivo da igualdade, podemos afirmar que ?+7-7 = 12-7 o que resulta
em ? = 12-7. A operacdo de subtracao foi usada sem ser fruto de algum resultado
fora da aritmética. Por este motivo, a questao em tela é por nés considerada como
um problema que usa a operagdo subtracdo de maneira independente.

Exemplo 9: Uma pessoa tem 4 camisas e 5 cal¢as compridas. De quantas maneiras
diferentes essa pessoa pode ser vestir usando uma das camisas e uma das calcas?
Para resolver operacionalmente a questdao apresentada no Exemplo 9 basta
multiplicar 4 por 5. Mas o que da seguranca para realizar esta operacdo é o
principio fundamental da contagem que é um dos resultados basicos da analise
combinatéria. Por esse motivo, consideramos o referido problema como sendo um
que usa a operagao multiplicacdo de maneira dependente.

Com base no exposto sobre os problemas de uma operacao e 0os que usam uma
operacao, podemos propor o Diagrama 2 para os problemas envolvendo as operacdes fun-
damentais com os niUmeros naturais.

14 Revista de Matematica, Ensino e Cultura—REMATEC, Belém/PA, n. 52, €2024006, 2024



Pedro Sa; John Fossa

Diagrama 2 - Relacao entre os problemas envolvendo as 4 operacdes

‘PROBLEMAS ENVOLVENDO AS 4 OPERACOES‘

l l

| DAS OPERACOES QUE USAM UMA OPERACAOQ)

|

| INDEPENDENTES| DEPENDENTES|

Fonte: Elaboracdo dos autores

As implicacbes metodoldgicas desses resultados apontam para a necessidade de re-
visar muitas das recomendacdes constantes nos livros de metodologia das quatro opera-
¢oes, pois eles tratam os problemas de uma operagédo e os que usam uma operagao como se
possuissem resolucao idéntica.

O Quadro 6 sistematiza as sentencas de modelacao dos problemas envolvendo as
quatro operagdes com relagao a possibilidade de ser da operagao ou usar a operacao e tam-
bém quanto a possibilidade de ser aritmético ou algébrico.

Quadro 6 — Sentencas de modelacao de problemas envolvendo as opera¢des aritméticas

QUANTO A SENTENCA(S) QUANTO SENTENCA(S) RELACAO ENTRE
OPERACAO DE MODELACAO ARITMICIDADE DE MODELACAO AS SENTENCAS
POSSIVEL(IS) POSSIVEL(IS) DE MODELACAO
Da adicao a+b=? Aritmético simples a+b=? Idénticas
Que usa a adicao ?:; : E Algébrico simples ;:; z E Idénticas
Da subtracao a-b=7? Aritmético simples a-b=7? Idénticas
Que usa a subtracio 3 -? - b Algébrico simples a-? - b Idénticas
?-a=b ?7-a=b
Da multiplicacao axb=? Aritméticosimples axb=? Idénticas
mSIl:iE;)::::gaéo ?::; : E Algébrico simples ?::; : E Idénticas
Da divisao a+b=? Aritmético simples a+b=? Idénticas
Que usa a divisao 3 _ ! i b Algébrico simples a _ ! i b Idénticas
?+a=b ?+a=b

Fonte: elaboracao dos autores

A analise do Quadro 6 indica que para cada uma das quatro operacdes basicas da
aritmética ha uma correspondéncia entre as sentencas de problemas da opera¢ao com sen-
tenca de problemas aritméticos simples e também uma correspondéncia entre as sentencas
de problemas que usam uma operacao e sentencas de problemas algébricos simples. Essa
correspondéncia pode levar a crenca de que todo problema que usa uma operacgao aritmé-
tica é algébrico simples. Mas como veremos a seguir ha casos de problemas que usam uma
operacao e possuem a sua sentenca de um problema aritmético e casos em que o problema
usa uma operacao e a sentenca é de um problema algébrico imediato.

Consideremos o seguinte problema: Uma pessoa tem 3 calcas e 4 camisas; de quan-
tas maneiras distintas ela pode se vestir usando uma calca e uma camisa das que possui? A
solucao operacional dele é baseada na aplicacao do principio fundamental da contagem e
sua sentenca de modelacao sera 3x4 =?. Desse modo, utilizando as defini¢cbes apresentadas
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no presente trabalho, podemos concluir que o problema usa a opera¢ao de multiplicacao de
maneira dependente, mas a sua sentenca é um problema aritmético.

Vejamos agora o seguinte problema: Uma pessoa tem 3 calcas e deseja adquirir algu-
mas calcas de tal forma que possa se vestir de maneira distinta exatamente 12 vezes utilizan-
do uma cal¢a e uma camisa das que possui; nestas condi¢des, de quantas calcas ele devera
adquirir para atender as condicdes dadas? Novamente a solucao do problema em tela sera
baseado no principio fundamental de contagem, mas a sua sentenca sera 3x? =4. Por isso, é
um problema que usa a operacao multiplicacao de maneira dependente e tem sentenca de
um problema algébrico imediato.

Agora, consideremos o problema: Ayla tinha cinco canetas, ganhou mais algumas de
sua mae e ficou com 17 canetas; quantas canetas a Ayla ganhou de sua mae? Esse problema
tem a sentenca 5+? = 17 como sentenca de modelacao. Logo, é um problema que usa a
operacao subtracao de maneira independente.

Desse modo podemos concluir que quando um problema é de uma operacgao arit-
mética ele sera aritmético, mas, se um problema possui uma sentenca de modelacao de um
problema aritmético, isto ndo garante que o mesmo seja aritmético pois, ele pode ser um
problema que usa a operacgao envolvida.

Além disso, podemos também concluir que nao existe uma correspondéncia plena
entre a sentenca de modelacao e os tipos de problemas que usam uma operacao. Pois, exis-
te a possibilidade de o problema usar uma operacao e sua sentenca de modelacao ser de
um problema aritmético ou algébrico.

Desse modo, podemos concluir que todo problema algébrico € um problema que
usa uma operacao nao sendo verdadeira a reciproca. Também podemos concluir que
todo problema de uma operacao é um problema aritmético.

CONSIDERACOES FINAIS

Como temos visto, ha varios tipos de problemas verbais que até possam parecer en-
tre si semelhantes, mas que encerram principios estruturais significativamente distintos. Es-
sas diferencas podem ter consequéncias importantes na sala de aula, pois, por exemplo, os
problemas algébricos sdo geralmente mais dificeis para o estudante do que os problemas
aritméticos e, entre os problemas que usam uma operacao, os dependentes sao geralmente
vistos como mais dificeis do que os independentes. Assim, as distincdes feitas no decorrer
do presente artigo sao de grande importancia tanto para o professor na sala de aula, quan-
to para os autores de livros textos, no que se diz respeito a elaboracao e sequenciacao dos
problemas a serem apresentados na sala de aula, bem como na escolha de quesitos para
a avaliacdo. Tais consideracdes também serao essenciais na identificacao das dificuldades
com que o estudante esbarra nos seus estudos destes problemas e a consequente escolha
das medidas que podem ser usadas para ajudar o estudante a superar suas dificuldades.
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